LEDNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 1
Obs! Till en fullstandig 16sning krévs en figur!

LP 1.1 Systemets masscentrum G ligger hela tiden vid axeln.
Kraftekvationen for hela systemet:

F=mag O  P=(M+2m)X,

LP 1.2 Anvand definitionen av Kinetisk energi. Varje kula har en cirkel-
rorelse.

1
T :ZEmkaz O

T= %m(cw)2 +%m(b2 +c2)a>2 +%m(b2 +c2) of

LP 1.3 Lagen om kinetiska energins tva delar kan anvandas. Sambandet
v =Rw &r givet.

1 2 1 2 1 2 9
T=—mvg" +3—-—myv,. 0 T=—5mv2+4G1-m Rw) = =mv?
o Ve 22 k Virel > 5 ( ) >

LP 14 Den 6vre kulan har en fart bew i masscentrumsystemet. Den abso-
luta hastigheten ar vektorsumman av systemets hastighet och den
relativa hastigheten v = v +v . Rorelsemangd definieras

p = ¥ m,v, men beréknas oftast enligt

p, = m(v —bwsin 6, b weos 6 0)
p, =m(v +bewsin 6, —b wecos § 0)
p=p, +p, =m(2v,0,0) = 2mve,

LP 15 Kinetiska energin berédknas antingen som

|-|- = T vagn +-|-kulor| m

T= % Mv? +%m[(v —rwsin 6)° +(r weos @2]

+%m[(v +rwsin ) +(-r weos QZ] = %(M +2m)v? +mr? ¢

eller med lagen om kinetiska energins tva delar:

1 1
= Eva2 + zEmkvkm,2 O T= %(M +2m)v? +2 %mrzw2




LP 1.6

LP 1.7

LP 1.8

LP 1.9

LP 1.10

Rorelsemangdsmomentet for ett partikelsystem med avseende pa
origo definieras

Ho =31 xmyv,

a)  H, =be, xmbae, +(be, +be,)x mbae,
= mb*we, + mb*we, —mb* e,

= -mb’we, +2mb*we,
b) H, =be, xmbae, =-mb’ae,

c) H, =H, [&, =2mb’w eller H, = 2mb°we,

Rorelsemangdsmomentets tva delar skrivs| Hg = Hg + 155 Xmvg

Rorelsemangdsmomentet for ett partikelsystem med avseende pa
masscentrum kan berdknas i masscentrumsystemet enligt

HG = HGrel

Hg, = 2mb’we,
H, = 2mb’*we, -y, 2mve, :Zm(bza)—va)eZ

Inlamningsuppgift pa T just nu.



LP 1.11

LP1.12

: ) x=0
Begynnelsevillkoretar t=0 %(

=0
Kraftekvationen F =mag | ger om tradkraften kallas S
for massan m: ~: S—kx=mx
fér massan M: L1 Mg-S= Mx

Adderas dessa tva ekvationer elimineras den inre kraften S.
Resultatet ar en svangningsekvation:

Mg - kx =(M +m)x

som kan skrivas pa standardformen

. k _ Mg
X + X =
M+m M+m
eller X+w X = Mg
M+m

Den allménna lésningen ar
X = Acosat +Bsin at +%

X = —Awsin at +B awcos @

Begynnelsevillkoret ger
0=Acos0+Bsin0 +% O A=-—2

0=-Awsin0 +Bwcos0 0O B=0
Losningen &r alltsa X = %(1 —cosat)

a) | masscentrumsystemet syns bara rotationen
Ve = Rwe, =Rwcos &, —R asin @,
b) Den absoluta hastigheten ar v, =vg +V,,

Vv, = (v +Rwcos e, - Rawsin &,



LP 1.13

LP 1.14

LP 1.15

Om vagnens forflyttning ar x at hoger blir l1adans forflyttning x at
vanster. Tradkraften S pa ladan gor lika stort arbete som trad-
kraften S pa vagnen. Det totala arbetet blir darfor noll.

Lagen om arbetet | U =T =T, | fér hela systemet:

PX — umgx — umgx :% Mx> +%m>’<2

‘= \/Z(P — 2umg)Xx
M+m

Resultatet blir detsamma som nar man raknar friktionskraftens
arbete vid den relativa forflyttningen 2x.

Om plattformens forflyttning ar x at hoger blir ladans forflyttning
2x at vanster. Tradkraften S pa ladan gor da lika stort arbete som
tradkraften 2S pa plattformen. Det totala tradkraftarbetet blir dar-
for noll.

Lagen om arbetet | U =T =T, | for hela systemet:

Px —[umg + (M +m)g|x - umg (2x :%MXZ +%m(2>’<)2

. :\/Z[P — p(4m + M)g]x
M +4m

Kraftekvationen | F =mag | for hela systemet:

1 P+2N-2mg=2mI[D U N:mg—;

Lagen om arbetet | U =T =T, | fér hela systemet:

Kraften P &r konstant.

P[ﬂbsimﬁ?—bsinﬁ):ZE];'—mv2 O v:\/%b(sine—sin[})




LP 1.16

LP 1.17

LP 1.18

LP 1.19

Om stora ladans forflyttning nerat ar x blir lilla ladans forflytt-
ning 2x. Tradkraften 2S pa stora ladan gor da lika stort arbete
som tradkraften S pa lilla vagnen. Det totala arbetet blir noll.

Lagen om arbetet [ U =T =T, | fér hela systemet:

kmg Cksin B + mg 2xsin 8 :%kmk2 +%m(2>’<)2

X_\/Z(k+2)gxsinﬁ
k+4
Observera att for k — oo (lilla Iadan finns €j) blir x =/2gxsin 8

Kraftekvationen | F =mag | projicerad i

tangentialriktningen: 3mco = R, —3mgsin@ 1)
normalriktningen: 3mc6” =R, —3mgcosé 2
Nu maste 8 och 6° bestammas pa annat sétt!

Momentekvationen|M, = H,|ger

—3mgcsing = %[mczé +2m(p? +c2)(9]

O -3mgcsing = m(2b2 +3cz)6 (3)

Lagen om mekaniska energins bevarande | T +V =T, +V, |

%mczé2 +2 G;—m(b2 +c2)t92 -3mgccos8=0 +0

O m(2b2 + 302)92 =6mgccosé (4)
Satt in (3) och (4) i (1) och (2)!
6h? . 2b? +9¢? .
R =————mgsing; R =———[Bmgsin@
IPTEIREYRL IRETINP Y

De krafter som verkar ar tyngdkraft och kontaktkraft. Kontakt-
kraften gor inget arbete vid rullning. Den mekaniska energin

bevaras alltsa for hela systemet:: T+V =T, +V,

%EBmvz+4G;—m(Rw)2—5mgxsin/3:O+0 O v= /%gsinﬁx




LP 1.20 Om vagnens forflyttning at hoger ar x, blir 1ddans forflyttning 2x
at samma hall. Avvikelsen fran utgangslaget kallas x. Tradkraften
S pa ladan gor da lika stort arbete men med motsatt tecken som
tradkraften 2S pa vagnen. Det totala tradkraftarbetet blir darfor
noll. Friktionskraften mellan ladan och vagnen &r vid glidning

f=uN =umg

Lagen om arbetet | U =T —T,| for hela systemet:

Px + umg X — umg [2X =% MXx? +%m(2>'()2

O x= 2(P — pmg)x
S S M +4m

AN ¢— <—
|

Eftersom l&dans relativa for-
P flyttning &r x blir resultatet

A

N .
v X=

A

2(P - pmg)d
M+4m

LP 1.21 Om alla forluster forsummas ar det bara tyngdkraften som gor
arbete. Systemet ar konservativt och den mekaniska energin
bevaras:

T+V =T, +V, for hela systemet:

Lat den potentiella energin vara noll i slutlaget 1.

%mvl2 +0 :%mvoz +mg ¥

Tagets masscentrum beraknas som masscentrum for en kurvbage.
Masscentrum for en kurvbage motsvarande en vinkel 23 ar

yo =SBR. Hararr2B=1 O S
3 2R

e R . Ol O
2 4402 sin2
Inséttning ger v, \/vo 4q | smEQ 0



LP 1.22 Om prismats forflyttning ar x blir cylinderns héjdandring xtan .
Motsvarande hastigheter ar da x respektive xtan 8. Om all friktion
forsummas ar det bara tyngdkraften som gor arbete.
Normalkrafterna gor tillsammans inget arbete.

Den mekaniska energin bevaras:

T+V =T, +V, for hela systemet:

%M(Xtan B)* +%m>'<2 —Mgxtan 8 =0 +0
B = 2Mg>§tan[3
Mtan“+m

LP 1.23 Kropparna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horisontell
kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sager da att systemets
rorelsemangd ar en rérelsekonstant.

Kraftekvationen

F=ma,| O FE=mx;,| O |[0=mx,| O [ mx;=konstant

~1o—pmy +my, =1 +p)mv, O v, :E—;ivo (1)

Har har antagits att v, &r masscentrums hastighet at vanster da
fjaderférkortningen ar maximal.

Eftersom fjaderkraften ar den enda kraft som gor arbete bevaras
ocksa den mekaniska energin

T, +V, =T, +V, | for hela systemet:

1 2 1 2 G’I: 2 l 2
—mv,” +=pmv,” =2 [Fkd" +=(p +1)mv O
5 MV’ + 2 pmy,” =2 FkS* +2(p +1)mv,
(1+p)mv,’ =2ka” +(p +1)mv,? (2)
o . 2pm
Insattning av (1) i (2)! [

= —(p " _‘]_)k V,



LP 1.24 Kulan A har en cirkelrorelse. Farten kan da skrivas radien ganger

vinkelhastigheten: v, =+/b? +¢? [B. Bestam alltsa 6 som funktion
av tiden!
Momentekvationen med avseende pa den fixa punkten O

M, =Hg [kan projiceras pa z-axeln| M, =H, [, vilket ger

M, = %[mczé +2 Etn(b2 +cz)9]

0 M, = m(2b2 +3c2)6 0 6= H(h)

-- 2 o . - M.t
0 ar alltsa konstant och tidsintegrering ger 6 = ﬁ

m(2b® + 3¢?
. o= Vb +¢* Mt
A mi2b2 +3czi

Kraftekvationen | F =mag | projicerad i

e = 3cM
tangentialriktningen: R =3mc6 O R = 1
J J ' ' m(2b2 + 3czj

. 242
normalriktningen: R =3mcd® O R = L’tz
m(2b2 + 3(;2)

LP 1.25 Krafterna pa systemet ar tyngdkraft 5mg, normalkraft N och
friktionskraft f.

Kraftekvationen i rorelseriktningen:

5mgsinB-f=56mx, O (1)

Momentekvationen |M; =H,

med avseende pa en horisontell axel genom G (M, =H,[ ger

d

f[R=—
dt

(4RRO) eller f=4mR 2)

Eliminera friktionskraften f addera ekvationerna (1) och (2).
Rullningsvillkoret ar givet i texten: x=R6 0O x RO 3)

Insattning av (2) och (3) i (1) ger Xg = ggsinﬁ



LP 1.26 Vagnarna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horisontell
kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sager da att systemets
rorelsemangd ar en rérelsekonstant. Kraftekvationen

F=p| O |F=p/]| O |[0=p]| O | p,=rorelsekonstant

Antag att den vanstra vagnens nya hastighet ar v, at hdger och
den hogra vagnens nya hastighet ar v, at vanster.
Rorelseméangden ar hela tiden densamma:

-0 2m+M)v,=(M+m)y, = (M +m)v, +mv—=(M +m)v, O

f— 1 —
v m[(M +2m)v, - my] (1)

> (2m+ M)y, = (M +m)yv, = (M +m)v, =(M +2m)v,

Om (1) sétts in i denna ekvation fas

1
7 +2m[(M +m)v, - mv]

Om massorna ar lika:M=m fis v, :%[Svo -v]; v, :%[Zv0 ~v]

vV, =

Den nya relativa farten for vagnarna blir da

Vo =V 4y, = 13v, - 5v
rel 1 2 6
LP 1.27 Det finns inget yttre kraftmoment med avseende pé en vertikal

axel genom den fixa punkten O som verkar pa hela systemet.

Momentekvationen | M, = HZ for hela systemet:

0= HZ O H, ar en rdrelsekonstant:
m(Isin B)’ w, + km(Isin f)* @ =km(2Isin §° @ O w, = %kkcq)
b) Friktionskrafter saknas. Normalkrafterna pa partikel och ror gor

tillsammans inget arbete. Endast tyngdkraften gor arbete och
den mekaniska energin bevaras for hela systemet .

To+V, =T, +V, | ger om u &r den relativa hastigheten.

%m(lsin Ba,)’ +%km(|sin Ba) +0
= %mu2 +%km[u2 +(2lsin Bwl)z] +mglcos B—kmglcos

O u= \/(Isin ﬁa)o)zg— 1:kk E+ 2$(k+—11) glcos B




LP 1.29

LP 1.28

Tradkraft S, normalkraft N, friktionskraft f och tyngdkraft mg
verkar pa kroppen pa planet. Den hangande kroppen paverkas av
tradkraft S och tyngdkraft Mg. De bada tradkrafterna gor lika
stort arbete sa att det totala tradkraftarbetet blir noll. Friktions-
kraften ar vid glidning f = uN = umg. Tyngdkraftens och frik-
tionskraftens arbete bestams som kraft ganger vag medan fjader-
kraftens arbete maste bestimmas med integrering eftersom fjader-
kraften ej ar konstant.

Lagen om kinetiska energin| U =T =T,

for hela systemet:

1 1 .. 1 .
Mgx — umgx —=kx? == Mx? +=mx? -0
gx —umg > > 5

: 1
H X = 2Mgx — 2 umgx — kx>
\/M+m( g Hmg )



LP 1.30

LP 1.31

Friktionskrafter saknas. Det totala tradkraftarbetet blir noll efter-
som traden ar oelastisk. Normalkraften pa kropp A gor inget
arbete. Endast tyngdkraften goér arbete och den mekaniska energin
bevaras.

Lagen om mekaniska energins bevarande | T, +V, =T, +

for hela systemet ger for de tva tillstdnd da farten ar noll

_ — b T _ B
0+m,gR(L cos,B)+0-0+0+mBgﬁ2«E 2Rst4 >

«FSL cos B tsinBO
My _ 20

m, 1- cosB

Till en borjan ar forflyttningarna for kropparna lika. Tradkraften
S ar densamma i hela den 6vre traden. Tradkrafternas totala
arbete ar da noll. Samma resonemang galler den korta traden.
Tyngdkraften ar den enda kraft som gor arbete for den forsta
fasen av rorelsen och systemet ar konservativt.

Lagen om mekaniska energins bevarande | T, +V, =T, +V

for hela systemet ger for begynnelsetillstandet och tillstandet strax
innan den undre vikten stoter mot golvet

%mvl2 +%mvl2 +%kmv12 +kmgh -2mgh =0 +0

4 -2k h

0 v12:2+kg

Nu &r den undre vikten i vila och har forlorat energi vid stéten
mot golvet. Efter stoten galler dock lagen om mekaniska energins
bevarande for resten av systemet. Lat v, vara farten just innan
vikterna nuddar varandra.

%mv22+%kmv22+kmgl mgl = mv 5 kmv +0
. V22:2(1—k) 4 (1+k)(4 - 2K) h

1rk O ([1+K)2+K) °

Villkoret v, =0 gerda I= E



LP 1.40 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H: +ini _quvu :p

Cdm o
% qi qu

Strémningen ar stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar darfor noll. Massflodet in &ar lika med
massflodet ut och kan skrivas q =g, =q, = Q. Vattnet i sjon har
hastigheten noll. Insattning ger

De: S+q[(])—qvcos,8:d—mv+mﬂ

% dt dt .
am _ . _

3 a4

S—-qvcosB =0 [ S=pQvcosp

LP 1.41 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H:-'-qivi _quvu :p
Cdm =g -1
% i u

Stromningen &r stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar noll. Massflodet in ar lika med massflodet
ut och kan skrivas g = ¢, =q,. Flygplanets hastighet ar konstant.
Antag att motstandskraften ar F,. Avgasernas absoluta hastighet
framat ar v —u. Insattning ger

E—» —FD+q[0—q(v—u):—tv+m[0
qodn ’
5 @0

R =q(u-v)

Detta galler om branslets andel av avgasernas massa forsummas.



LP 1.42 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H:-l-qlvl qU U:p

E_ =0, —q,

Strémningen ar stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar noll. Massflodet in ar lika med massflodet

ut och kan skrivas q =g, =g, = p7r’u. Insattning ger

@r: —mg+N+qi(—u)—qu(—vcos[3):c(ij—Tv+m—
H 0=q-q,

-mg +N —qu +qvcos =0 O N =mg+q(u-vcosp)
N =mg + prr’u(u —vcos

LP 1.45 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H: +qivi _quvu :p

Cdm I
% g —0q,

Det finns ingen yttre kraft i rorelseriktningen. Massflédet in har
en vertikal hastighet. Massflodet ut ar noll. Insattning ger

B dm dV
— . 0+g0-0=—-vVv+
: a at ' "t -
d_m =q -0

3w
d((;TlV) -0 0 mv=m,v, (en rorelsekonstant) [
v = VoMo 0 ax _ vomy O (kedjeregeln) O

m dt m
dx m dt d D dX - VOmO d_m D
qg m




LP 1.46

”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H:+ini _qu u :p
(d

m — _
% g —q,

Om granaterna skjuts ivag framat kommer flygplanets hastighet
att minska om inget gors. Antag att det kravs en extra dragkraft F,
for att halla hastigheten konstant! Systemets totala massa
betecknas m. Varje granat har den absoluta hastigheten v +v
dar v ar flygplanets hastighet. Insattning ger

rel?

%_ F1+0—qu(v+vre,):d—mv+mﬂ
dt dt
0 U
d_m:O—q
E dt !
F O—D—d—mgv Vig) =—-V+mD O
1 D t rel
d dm
F+—(v vre,)=av O
I:l:_d_rnvrel D
dt

F=nAmI, O F =7000.640 kg) {900 m/s)=40.3 kN



LP 1.47

LP 1.48

”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H: +ini _quvu :p

Cdm o
% qi qu

Insattning ger

s —mg+S+O—q(—usin[3):d—mv+mﬂ

% dt dt .
d_m:O—q

=l

| forsta 6gonblicket ar farten noll och accelerationen a,. Det totala
massflodet ut ifran hinken ar q.

-mg+S+qusinB=—-q0 +ma, O S=mg -qusinB +ma,

0  S=(m,+m)(g+a)-qusing

”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H: +qivi _unu :p

dm _
% G —q,

Betrakta kedjan som ligger pa hyllan. Lat det vara ”systemet”.
Antag att hyllan paverkar kedjan med kraften N. Inséttning ger

DT . —mg+ N +g —0=d—mv+m%

% dt dt .
dm

1w

Systemet har accelerationen a och hastigheten y = at. Den Oversta
lanken, liksom de andra ovanfor systemet, faller fritt sa att x = gt.
Hur lang ar den kedja som per tid kommer in i systemet? Den ar
X +y. Massflodet in i systemet &r alltsa g, = p(x +Y).

O —p(x +y)g+ N +p(x +y)(-gt) -0 = p(x +y)at+ p(x +y)a
O N = p(gt +at)(g +a)t + p(x +y)(g +a)

O N =gp(g +a)’t?



LP 1.49 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

H: +qivi _unu :p

dm _
% 0 —Qy

Insattning ger

ET: —mg+0—q(v—u):(ij—mv+m%
i t t 0
dm —0-q
1w
—mg—q(v—u):—qv+mﬂ O —mg+qu:mﬂ
dt dt
_mg+qu mﬂd_m ] ﬂ:g—ﬂ
dm dt dn g m
V= g(m +m, m)+u|nm
q m
LP 1.50 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs
Hc+q —q,v, =p
a_ q| qu
Insattning ger
O dm dv
- 0-qg(v-u)=——v+m—
Bl Mg+ dt dt
qodm_g_
5 a
—mg—q(v—u):—qv+mﬂ O —mg+qu:m£
dt dt
_mg+qu mﬂd_m |:| ﬂ:g—ﬂ
dm dt dn g m

9 m,
v, = q(m -my) - uInmo



