LEDNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 4

OBS! En fullstandig I6sning maste innehalla en figur!

LP 4.3

Tyngdkraften, normalkraften och friktionskraften verkar pa ladan. Antag att
normalkraftens angreppspunkt ar pa avstandet x fran ladans nedre vanstra
horn.

Kraftekvationen F=ma; och momentekvationen Mg = I'—|G I komponentform
ger

- = f=ma 1)
t : N-mg=0 (2)
F NP0

G): fdzl N5 ~Xg=0 ©)

Ladan har ju ingen vinkelacceleration. Satt in (1) och (2) i (3)!

1 hall
rnad;1 m —0 ] ==

> gDz O 2@3 o H
Gréansfall glidning f=uN [ a=ug
Gransfall balans x=0 [ a:%g



LP4.4

De yttre krafterna pa skottkarran ar tyngdkraften mg, kraften P samt normal-
kraften N vid hjulet. Problemtexten kan kanske ge intrycket av att kraften P
ar given. Tanken ar att den ska bestammas, sa att skottkarran utan rotation far
accelerationen a. Kraftekvationen:

F =ma, O - . Pcosf=ma 1)
t: Psin@—-mg+N=0 (2

Momentekvationen med avseende pa masscentrum G:

Mg;=Hg| O G Nc-Psing®-Pcos8{d —h) =1, [0

Hdogerledet i ekv (3) ar noll eftersom skottkarrans vinkelacceleration &ar noll.
LOs nu ut Pcos@ och Psin®@ ur ekv (1) och (2) och satt in i ekv (3)!

O Nc-(mg-N)b-(ma)@=0 O

N(b +¢) =ma(d —h) +mgb O
N=_T ma(d — h) + mgb]
b+c

Nu nar normalkraften ar kand kan vinkeln 8 bestammas ur ekv (1) och (2).

1
: B g-——|a(d-h)+gb
Psiné _mg-N - tang = b+c ] 0
Pcos6@ ma a
tang = gc—a(d —h)
a(b +c)

Alternativ 16sning: Momentekvationen med avseende pa en rorlig punkt A
skrivs allméant

M, =Hg +r,s XxXmag

| detta fall f&s normalkraften direkt ur ekvationen
*A) © N(b+c)-mgb=1I; 0 +(d-h)ma

Stall nu upp momentekvationen med avseende pa punkten C, som &r
skarningspunkt mellan verkningslinjerna for krafterna P och N.

) mge =g [ +[(d ~h)+(b +c)tan6]ma

Ekvationen ger direkt vinkeln 6.



LP 4.8

Accelerationen kan bestammas med
hjalp av kraftekvationen, om alla
krafter i accelerationens riktning ar
kéanda.

F =mag Q)
A b , Normalkrafterna kan sedan bestam-
a mas med momentekvationen
vyMg ,
Ms =Hg )
| komponentform fas ekvationerna
- T=mag 3)
t o N+ Ng—-mg=0 4)
G): Ngb-N,a+Tc=0 (5)
. T
Ekv (3) ger accelerationen a = ~ (6)
Eliminering av N, ur ekv (4) och (5) ger
Ngb —(mg - Ng)a+Tc =0 (7)
O Ng(& b)-mga+Tc=0 (8)
Resultatet ar
_mga-Tc _mgb+Tc
Ng=——— N,=———
5= 37D AT 7D (9)

Kommentar:

Det gar ocksa bra att bestamma normalkrafterna i tur och ordning med
momentekvationen for rérlig momentpunkt:

M, = HG Tl XMag
AV Ng(b+a)-mga-Td =0 —-(d +c)mag

vilket ger samma resultat som ovan.



LP 4.10

Vi frilagger armen PBA och infor
reaktionskraftkomponenterna H
A och V vid den glatta leden P.

Pl— - Reaktionskrafterna vid P kan elimi-
— neras redan fran bérjan genom att
a utnyttja momentekvationen med
G )\l o .. - .
- i avseende pa den rorliga punkten P:

b M, :HG +r,g XMa, (1)
Om vi betraktar gransfallet da kon-

takten vid A upphor, blir z-kompo-
) nenten av denna ekvation
A

P): —NI-mgb=0-cma (2)

L NI, b
mc C

(3)

Alternativ l6sning ges av momentekvationen

M, = HPreI + g XMa, 4)

som ger en likadan komponentekvation som ekv (2) eftersom P och G har
lika stor acceleration.

Alternativt l6ses problemet med kombinationen

F =ma, (5)
M, = H, (6)

| komponentform fas ekvationerna

- H=-ma (7)
t: V=-N-mg=0 (8)
‘G): -Vb-Hc-N(I-b)=0 9)

Eliminering av H och V ur ekv (7-9) ger samma resultat som ovan.



LP 4.12

Frilagg husvagnen och infor krafter-
na vid kontaktpunkterna enligt fi-
guren. Eftersom en kraft soks ar det
naturligt att stélla upp kraftekvatio-
nen och momentekvationen for
husvagnen.

Kraftekvationen
F=mag

ger foljande komponentekvationer
I vagens riktning och vinkelrat
emot:

—~ : H-mgsinB =mx, (1)
t : —=V-mgcosB+N =0 (2)

Momentekvationen med avseende
pa masscentrum M, =H_ ger

(GY : vd-H(h-b)+Nc=0 ()
Accelerationen ar given: x; =a. Kraften H ges alltsa direkt av ekv (1)

H =m(a +gsin B) (4)

Eliminera normalkraften N genom att I6sa ut N ur (2) och satta in i (3).
Med ekvation (4) kan ekv (3) da skrivas

Vd - (h —b)(ma +mgsin B) +(V +mgcos B)c =0 ()
O W ch [(h—b)(a+gsinB)—gccosB] (6)

Anm.: Kraften V fas enklare med momentekvationen med avseende pa
punkten P, som &r skarningspunkten mellan verkningslinjerna for

krafterna H och N: M, =H; +r,; xma,

(PY : V(c+d)+mgcosB c -mgsin B(h —b) =0 +(h —b)ma



LP4.18

Armen AB roterar kring en fix axel
vid A. Masscentrum G ror sig da i
en cirkelbana med radien ¢ sa att
accelerationen i det naturliga syste-
met kan skrivas

a, =cbe, +cHe, (1)

Kraftekvationen

F=ma, @)

i komponentform blir da

oo K:m(—cézcose—césine)

t: T-mg= m(—cézsin6+cécose)

(©)

De sokta kraftkomponenterna ar alltsa

B( = m(—cé2 cos@ —cOsin 6)

0 L (@)

ET =mg + m(—c@ sin@ +c6cos 9)
Momentekvationen kan skrivas

M, = HG Tl XMag )
och z-komponenten blir

M—mgccosezi(lé)+mczé (6)

dt

Det sokta kraftmomentet ar da

M :mgcc059+(l +mcz)9 (7)




LP4.21

Q
_'\ Frilagg hjulen och infor kontakt-
kraften mellan dem. Skriv upp

momentekvationen for vardera
hjulet med avseende pa respektive

f N ® rotationsaxel.

w M Troghetsmomenten ar mk® respek-
tive 16mk?® for det lilla och stora
hjulet.

- 2r
“r

Momentekvationen med avseende pa en fix axel: M, = HZ for det

stora hjulet: M - 2rf =16mk’Q (1)

lilla hjulet: rf = mk’w @)

Rullningsvillkoret ar 2rQ =rw 3)

0 w=2Q (4)

Ekv (2) och (4) ger rf = 2mk’Q (5)

Inséttning i (1) ger M - 2rf =8rf (6)

M=10rf 0O £ M (7
10r

LP 4.28



LP 4.29

De yttre krafterna pa rullen ar tradkraften S, tyngdkraften mg samt en reak-
tionskraft vid axeln. Dessutom verkar friktionen vid axeln som motsvaras av
kraftparsmomentet M,. P4 den hangande kroppen verkar tradkraften S och
tyngdkraften m.g.

Momentekvationen for tradrullen med avseende pa centrum O, som &r en
fix punkt

Mo=Ho| O O): Sr—-M, =1, (1)

Kraftekvationen for den hdngande kroppen

F=mag O L mg-S=mx 2

De obekanta ar S, x och 6. Vi behover alltsa en till ekvation. Den ges av
kinematiken och motsvaras av rullningsvillkoret. Den hdngande kroppens
hastighet maste vara densamma som hastigheten i den punkt pa rullen dar
traden I6per ut.

X=r6 0 X=r0 (3)

Dividera ekv (1) med r och addera sedan ekv (1) och (2)! Infér ocksa det

givna troghetsmomentet I, = md?!

2
] mlg_%:md

6 +m,X (4)
roor

Om rullningsvillkoret insattes fas

m _ﬂ_D’ndermD. . ji_mlng—er
97 THE TME m,r? + md?

Denna acceleration ar konstant. Vi kan bestamma hastighet som funktion av
fallstracka pa samma satt som vi gor for fritt fall.

Det ar naturligtvis ocksa mojligt att skriva upp momentekvationen med avse-
ende pa den fixa axeln for hela systemet. Da blir tradkraften en inre kraft och
den héangande kroppen bidrar till rérelsemangdsmomentet:

dy, ; :
0 : mlgr—Mlza(IGBHmlx)

Ekvationen dverensstammer med ekv (4)!



LP 4.41

Kontaktpunkten & momentancentrum sa att om punkten O har farten v, sa
har kroppen vinkelhastigheten w=V/R och stangen hastigheten

(R+c)w=(R+c)WR
Rorelsemangdsmomentet &r i detta 6gonblick

Htoot — Hg)yl + Hgang
O ar cylinderns masscentrum, som kan kallas G:

Hcoyl - HcGyI - Hcyl
Det ar alltsa bara cylinderns rotation som bidrar till rérelsemangdsmomentet.

mR?
2

(Hgé“g)z =c dzn 1R +c) [—I;—



LP 4.42

b" N
"N
an aGy
mg

Kroppen paverkas av tradkraften S och
tyngdkraften mg. | det forsta 6gon-
blicket efter tradbrottet har kroppen
acceleration men ingen hastighet.
Hornet A startar en cirkelrdrelse och
har en acceleration i y-riktningen.
Punkten G har en acceleration som ges
av sambandsformeln, alltsa samma
acceleration som punkten A i y-rikt-
ningen och dessutom en acceleration i
x-riktningen for att skivan bérjar vrida

sig.

Skivans vinkelacceleration bestams av
momentekvationen. Tradkraften kan
sedan bestammas med kraftekvationen.

Om skivans vinkelacceleration antas

2 x b
vara o, sd ar ag, :Ta
2

Troghetsmomentet med avseende pa A fas med Steiners sats:

2 2
I, =1 +m§%§:mb +m§%§:2mb (1)
2 6 2 3

F=mag e,
Mg =Hg (AY:
Ekv (3) ger:
Ekv (2) ger:

Resultatet ar

% =mag, 2)
mgh = 270" s ©
= @
mg . 39
V2 A2
mg



LP 4.44

Frilagg tradrullen! Verkande krafter
ar dragkraften P, tyngdkraften mg

och kontaktkraftens komponenter f
och N. Men &t vilket hall ar friktions-
kraften riktad? Antag forst att planet ar
glatt. Om verkningslinjen for P da gar
nara masscentrum skulle tradrullen fa
en translation. Med friktion skulle da
friktionskraften vara riktad at vénster.
Om verkningslinjen for P i stéllet gar
hogt upp skulle tradrullen pa ett glatt
plan fa en rotationsrorelse och vinkel-
hastigheten skulle kunna bli fér stor
jamfort med rullning utan glidning.
Tradrullens kontaktpunkt skulle fa en
hastighet at vanster. Friktionskraften
skulle da vara riktad at hoger.

Vi antar rullning utan glidning och bestammer f med dynamikens ekvationer
Antag en friktionskraft at vanster. Stall upp komponenterna av kraftekvatio-
nen och momentekvationen:

F=ma, » 0 P=f=mx, 1)

t : N-mg=0 2
M, = H, (AY : rP+RO =1,60 3)
Rullningsvillkor: X, = RO (4)

Troghetsmomentet ar I, =md’. Dragkraften P ar given.

Satt in ekv (4) i ekv (1). Multiplicera ekv (1) med —d*/R och addera sedan
ekvationerna (1) och (3). Man far:

Resultatet ar

Friktionskraften f kan alltsa bli negativ och da &ar den riktad at hoger.



LP 4.47

De yttre krafterna pa hjulet ar tyngdkraften mg, friktionskraften f,
normalkraften N samt en kraft vid axeln fran stangen. Vi antar att denna
kraft ar horisontell. D& ar normalkraften lika med tyngdkraften och
friktionskraften ar vid glidning

f = uN [ f = umg @)

Momentekvationen for hjulet med avseende pa masscentrum G,

Ms=H,| 0O @ : fa=I1D® )

Fran borjan ar vinkelhastigheten noll. Hjulet slirar men har en
vinkelacceleration dnda tills det rullar utan att glida. Vinkelhastigheten
okar under denna tid fran noll till det varde som ges av rullningsvillkoret:

V=r6, ?3)

Tidsintegrering av ekvation (2) under det tidsintervall i vilket hjulet slirar
ger

pumgr X, =1 E(Pl -0 4)

Men bilen gar med konstant hastighet under denna tid. Forflyttningen for den
och for hjulet ar

d=vt, (5)

Satt nu in (3) och (5) i (4)!



LP 4.50

g T

| komponentform fas ekvationerna

Vi bestimmer forst masscentrums
acceleration med kraftekvationen

F=mag

och vinkelaccelerationen med mo-
mentekvationen med avseende pa
masscentrum

Att bestimma accelerationen hos en
annan punkt B blir sedan ett kine-
matiskt problem.

- 0=mx, (1)
1 T-mg=my, (2)
Q) Td=1.0 ©)

Accelerationen hos punkten B fas med sambandsformeln

g =ag + 0 X Iy +0 X0 XIgg)

| komponentform fas

— . aBX :XG —|9 +O (4)

11 8y, =Yg+ 0-16° (5)

| forsta dgonblicket ar vinkelhastigheten 6=0. Vinkelaccelerationen 6 och
masscentrums accelerationskomponenter X, och y. ges av ekvationerna
(1) - (3). Insattning i (4) och (5) ger accelerationens komponenter



Losning 4.59

De yttre krafterna ar tyngdkraft, kon-
taktkraft och tradkraft. Kontaktkraft-
en delas upp i normalkraft och frik-
tionskraft. Vi har alltsa tre obekanta
krafter och dessutom ska vi bestam-
ma accelerationen.

Momentekvationen

M, = H,
tillsammans med kraftekvationen
F=ma,

ger i detta plana fall tre ekvationer:

5rT-8rf=1.6 (1)

mgsinB—f -T =mx, (2)

N -mgcosB=0 3)
Kinematik: A & momentancentrum eftersom tradens &nde saknar
hastighet. Tradrullen ser i varje 6gonblick ut att rotera kring A.

X,=5r8 O X, =5r0 (4)
Glidning, dvs fullt utbildad friktion innebar att

f = uN (5)
Dividera ekv (1) med 5r och addera ekv (2). Pa detta satt elimineras T.

) 13 I .
mgsinB-—f =56 +mx 6
gsin -~ =26 +mi; ©)

Insattning av ekv (3), (4) och (5) samt troghetsmomentet for en cylinder ger

mgsinB——/ngcosﬁ— ( 2 ﬂ(—+mx (7)
. 13 114 ..

e == 8

gsing SHQCOS,B =g %o 8)
Xg = 239 nB——ucosB

57




LP 4.63
Vinkelaccelerationen séks. Den kan
bestammas med hjalp av kraft- och
momentekvationerna for systemets
delar. Frilagg forst kropparna och
B infor krafterna i figuren! Det ar vik-
tigt att inse att tradkraften T inte ar
lika med tyngden m,g nar systemet
T har acceleration!
Kraftekvationen F =ma_ for rulle
och tyngd ger ekvationerna

T y L0 mg=-S-T=mx; (1)
T t: T-mg=my (2

1 Momentekvationen Mg =H; for
rullen med avseende pa mass-
centrum ger

mgV
(G :Sr=TR2r=1806 (3)

Ekvationerna innehaller fem obekanta: S, T, X, 6och y. Vi maste nu utreda
kinematiken och bestdmma sambandet mellan accelerationerna. Eftersom
den vanstra tradens vertikala del har hastigheten noll maste punkten C
vara momentancentrum for rullen. Detta ger

Xe =16; X, =3rf (4)
Tyngden maste ha samma fart som punkten P pa rullen

y =3rf (5)

Tidsderivera nu sambanden (4) och (5) och séatt in i ekvationerna (1)-(3).
Dividera ekvation (3) med r for att fa ekvationer med lika dimension!

mg-S-T =mré (19
T-m,g=3mr6 (2"
S-2T =|Fé (3

Eliminera tradkrafterna genom att multiplicera ekv (2') med 3 och addera
alla tre ekvationernal. Resultatet blir

mg—-3m,g = Snr +IF +9m1r§§

(m—-3m,)gr

eller 0= (m+om,)r +1




LP 4.64

De yttre krafterna pa hela systemet
ar tyngdkrafter och kontaktkrafter.
Om bakhijulet frilaggs sa blir det
givna kraftmomentet M ett yttre
kraftmoment. Reaktionskraften pa
bakhjulets centrum fran resten av
cykeln blir ocksa en yttre kraft men
kan undvikas i rdkningarna genom
att utnyttja momentekvationen
med avseende pa just hjulets
centrum.

Kraftekvationen F =ma for hela
systemet ger i rorelseriktningen

Hela systemet: ~ f=1f =(m, +2m,)X, (1)

Momentekvationen M, = HG med avseende en axel genom varje hjuls
masscentrum ger med positiv riktning medurs

Framhjul: (N orf =mr? 2)
Bakhjul: (i M-rf=mr% ©)
Rullningsvillkoret ar X = ro (4)

Kraften f, kan elimineras genom att satta in ekv (2) i (1). Detta ger ett
uttryck pa kraften f. Om rullningsvillkoret ocksa utnyttjas for att eliminera

6, sa ger en insattning i ekv (3)

M - r[(m2 +2m,) X + mliiG] = mlrszG (5)
M =r(m, +4m,)X, (6)
X - M (7)

¢ r(m, +4m,)

Denna acceleration ar konstant vilket efter tidsintegration ger resultatet




LP 4.66

Positiv riktning fér woch c'o(é och
m\ y 0) ar markerad i figur. Kraftekvatio-
nen och momentekvationen med
avseende pa masscentrum G ger

[F =ma, gx - m??G
. O Y =myg

f S\AGzHG

s =10
5 CgsinB—-f =mx, (1)
,X O EN -mgcos 3 =my, (2)
Hr=16 @3)

a) Antag forst att u ar tillrackligt stort for att hjulet ska rulla utan att glida.
Da ger kinematiken sambanden

Eye =0 4)

K =16 (5)
Ekv (4) och (2) ger normalkraften N =mgcos (6)
Ekv (3) och (5) i (1) ger mgsinB—rI—ZiiG =mX, (7)

. mr? i

Xg = T mr? gsinpg (8)

b) Men ar antagandet rullning utan glidning riktigt? Ekv (3) ger friktions-
kraften
|

f:r_ZXG O £ g mgsin 9)
och friktionsvillkoret % <u
betyder att u> tan (10)

| +mr?

Om friktionstalet &r mindre an detta varde intraffar glidning. Da ar i stéllet
friktionskraften

f=uN O £ umgcosp (11)
och ekvation (1) ger

accelerationen X = g(sin B — pcos f)




Losning 4.70

a) Med lasskruven nerskruvad mot
cylindern roterar hela systemet
cylinder plus stativ som en enda stel
kropp kring axeln O (z -axeln).

,/@ y Momentekvationens z-komponent

M, =H, (1)
ger
4 » M = %(IOQ) 2)

dar I, ges av Steiners sats for tréghetsmoment:

2
lo = le +m(5a)2:m(%a)+25ma2 :%ma2 3)

Inséattning i momentekvationen (2) ger

59

M = > ma’é (4)
2M
59ma? ®)

b) Om lasskruven lossas har cylindern ingen vinkelacceleration eftersom
inget kraftmoment verkar kring axeln O. Rdrelsemangdsmomentet

Ho =H¢ +1oc Xmv, (6)

har en z-komponent som kan skrivas

H, = konst +(5a)m(5a)6 ()

Konstanten kommer av att cylindern kan rotera kring sin egen axel med en
konstant vinkelhastighet.
Momentekvationen

— d 27
M = a(konst +25ma 6) (8)

M

ger da resultatet 6= >
25ma




LP 4.74

Vi frilagger hjulet och infor kontaktkraftskomponenterna N och f i
kontaktpunkten P. Dessa krafter kan elimineras direkt genom att vélja
momentekvationen med avseende pa kontaktpunkten P:

M, = Hg + 1o xmag (1)

Innan vi skriver z-komponenten av denna ekvation utreder vi
kinematiken, speciellt masscentrums acceleration a;.

Enligt sambandsformeln bestar den av tre komposanter och kan skrivas
g =@y + 0 XTI +00 X(0 XTyg) )

Dessa tre komposanter ar utritade i den hogra figuren och ger var och en ett
bidrag till kryssprodukten i (1). z-komponenten av ekvationen (1) blir da

H[R + (b +c)cos6] + mgcsin 6 = Ié+m[(c +Rcos f)c 6+ (R +ccos YR 6-Rsin & 6
(3)

Vi l6ser ut vinkelaccelerationen och far resultatet

5 H[R+(b +c)cos@] +mgcsin 8 + mRcsin 8af
N I +m(R” +¢? +2Rccosé)




LP 4.75

De enda yttre krafter som verkar ar
tyngdkraften och kontaktkraften. Den
senare kan delas upp i friktionskraft
och normalkraft. Kraftekvationen eller
Eulers forsta lag

F =mag 1)

bor da ge friktionskraften och normal-
kraften, om masscentrums acceleration
a, ar kand. Denna bestar enligt sam-

bandsformeln for accelerationer av

accelerationen for centrumpunkten A
plus accelerationskomposanterna som
associeras med cirkelrorelsen kring A:

ag=a, +W Xl + X(m xrAG) (2)

De tre termerna i hdgerledet ar marke-
rade i figuren och kallas a,, a, och a,
(tangential- respektive normalkompo-
nenten).

Infor ett fixt koordinatsystem Oxyz enligt figuren. Infér nu beteckningen
¢ =r/2 for avstandet mellan A och G. Kroppens vinkelhastighet ar @ =06e,.

Om cirkelringen rullar pa det lutande planet ar kontaktpunkten i cirkel-
ringen momentancentrum. Hastigheten for centrumpunkten A ar da

v, = -rfe, ©)
Accelerationen blir )
a, =-rfe, (4)
Masscentrums acceleration (2) kan da skrivas
ag = —ré’eX +cé?et +ct'92en (%)
Kraftekvationens x- och y-komponenter blir
f-mgsinB = m(—ré —¢Hcos 6 +¢ & sin @
(6)

N —mgcosf = m(—césin 6 —c & cos 9)

och resultatet foljer omedelbart

o 0g 1 1]
f—mgsm,/3+mrg—gl+§c05959+§sm9925

N =mgcos S —m%(sin6é+cose 62)



LP4.78

De enda krafter som paverkar cylin-
dern ar tyngdkraft och kontaktkraft.
Om normalkraften betecknas N sa
kan friktionskraften under den fors-
ta delen av rorelsen, da cylindern
glider, skrivas uN. Lagen om mass-
centrums rorelse F=mag och mo-
mentekvationen med avseende pa
masscentrum Mg = H, ger for den
forsta delen av rorelsen:

UN —mgsin B =mx (1)

N -mgcosfB =0 (2)
_mr®

—UNr = 5 e (3)

Accelerationen och vinkelaccelerationen ar alltsa konstanta:

X = (ucos B —sin B)g 4)
0= —z%gcosﬂ (5)

Vid en viss tidpunkt t=t, intraffar rullning utan glidning. Da kan
rullningsvillkoret x =r@ skrivas

(ucosB-sinB)gt, = -2ugt, cos B +rw (6)

‘= rew ™
' (3ucosB-sinB)g

och motsvarande stracka langs planet ar (eftersom accelerationen ar
konstant)

2,2 el
d1=15it12=rw(ﬂcosﬁ s_ln,Bg )
2 2g(3ucosB—-sinP)

Efter denna tidpunkt galler rullning utan glidning och da bevaras den
mekaniska energin: T, +V, =T, +V, ,dar T, =0 i vandlaget. Insattning ger

1 3mr?

> 6,> = mgd, sin B 9)

_ 3r’w’(pcos -sin f’
2 4gsin B(3ucos B-sin B)°

(10)

Total tillryggalagd stracka langs planet blir da

d+d = r’ew?(ucos B-sin )
' "% 4gsinB(3ucos B -sin f)
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Lagen om masscentrums rorelse

Resultatet bor ges av friktionsvillkoret,
varfor uppgiften bestar i att bestamma
friktions- och normalkraft. Rullnings-
villkoret ger att klotets absoluta
vinkelhastighet ar 26. Detta inses
antingen direkt ur figuren, eftersom
punkterna P och P* sammanfoll vid
tiden t =0 eller ocksa tecknas hastig-
heten for klotets centrum G pa tva
satt: cirkelrorelse kring O respektive
med kontaktpunkten som momentan-
centrum. 2r0=rw
Momentekvationen med avseende

masscentrum M; =H; har

z -komponenten M, :%(Iew) vilket

har blir Fr =§mr22é (1)

F=mag i cylinderkoordinater ger,

eftersom masscentrum beskriver en cirkelrorelse med radien 2r och

vinkelhastigheten 6:

m(0 - 2r6%) =N -mgcos @ (2)
m(2r8 +0) =mgsin6 —F 3)
. o 14 .
Om F elimineras ur (1) och (3) fas Emrez mgsin@ 4

(vilket &r momentekvationen med avseende pa kontaktpunkten!)

och F kan med hjalp av (1) skrivas

Fzgmgsine (5)

Bilda en forstaintegral till rorelseekvationen (4) och utnyttja begynnelse-

villkoret!

1—54mréé = mgsin 66

114

~mr(6* -0) = - 6-1
>E mr( ) = -mg(cos )

mré? = ;mg(l ~cos6)

10

vilket insatt i ekv (2) ger normalkraften N = mg(gcose —7) (6)

Friktionsvillkoret H < i ger nu for gransfallet glidning

N

2sin6,

17cos6,-10 "
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Kraftmomentet och tyngdkraften gor arbeten sa att den kinetiska energin okar.

Lagen om arbetet U=T-T,
b O. nQ n_1 2mb2
er M6 -mg— |nSH+— -sin—=— 6 1
g gﬁg 40 45 5 (1)
M6 -mg— %mQE—I—%osGE—I— 10 mbzez 2)
V2 V2 28
= |3 E\/IE’—mgB(sin6?+c056?—1)D
mb? 2 H
LP 4.107
Betrakta det forsta laget! Masscentrum bestams forst. Lat origo ligga i hjulets
centrum! Infor en vertikal y-axel!
_mD+2mD+m(i/2) _r O
Ve 4m 8
Troghetsmomentet bestims med Steiners sats. Lat A vara kontaktpunkten!
2 mr? 2
lo =mr-+3 =2mr (2)
— DLEF ﬂ 2
I, =2mr? 4mEBD mr (3)
orcf _31_, 81
I, =1s+4m =Zmr2 +=—=mr? =7mr? 4
" O8O0 16 16 @
a) Kinetiska energin
1 7
T :EIAcoA2 :EmrzouA2 (5)
b) Lat B vara den nya kontaktpunkten!
=1, +4m o2 2900 (6)
64 16

Kinetiska energin T= % l,w,” =3mrlw,’
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Begynnelsevillkoret ar

Men x=Rw och

x=0
t=0 . 1
d=0 (1)
m eftersom rorelsen startar fran vila da

fjadern ar oférlangd.
\ Eftersom tyngdkraften och fjader-

kraften ar konservativa bevaras den

v X mekaniska energin:
T+V =T, +V, (2)
1m>'<2+llooz—mgx L =0 (3)
2 2 2
| =cMR?.

Insattning i energiekvationen ger

mez +1cMR2a)2 - mgx +1kx2 =0 (4)
2 2 2

1 2 _ 1,2

E(m +cM)x? = mgx —Ekx (5)

L2
- - /2mgx kx (6)
m+cM

vindlage fas for x=0  dvs for x=0 och x = 2% ™

b) Om energiekvationen tidsderiveras fas

(m +cM)xX = mgx —kxx (8)

O (m cM)x=mg -kx
(9)

k mg (10)

X + X =
m+cM m+cM

vilket ar den sokta rorelseekvationen.
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| figuren ar avstandet | =2a

For ett godtyckligt lage 6 ar under-
o) kanten A's forflyttning

0 4asinf-a 1)

och fjaderférlangningen

2F %(4asin6—a) )

fjader I
P Den potentiella energin i varje
fijader ar da
0

NZ
Viscer = %k%@asin 0 - a)E (3)

Punkten P &r momentancentrum varfor kinetiska energin kan skrivas

1 Ein(4a)2

1 ~2 ZD'Z 8 2/
T==I = 2 =— 4
> -0 >0 1o +m( a)Bﬁ 3mat92 (4)

Lagen om den mekaniska energins bevarande
T+V =T, +V,

ger da

8 2A2 8.2 . 2 . a|:|
—ma“6” +k—(4sin@-1)" —mg 2asinf@-—-—-=0 5

6= \/3—g%sin 6 —%B —%(%in 6-1)°
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Q
\ Antingen infér man kontaktkraften
mellan hjulen och skriver upp
momentekvationen for vardera
o hjulet med avseende pa respektive
o N M rotationsaxel eller ocksa betraktar
man hela systemet och staller upp
lagen om effekten. Har valjs den
senare metoden.

Den totala kinetiska energin ar summan av det stora och lilla hjulets rota-
tionsenergi. Effekten kan for varje kropp i plan rorelse allméant skrivas

P=M, @+FV_ (1)

Har galler for vardera hjulet att masscentrums hastighet ar noll. Dessutom
ar kontaktkrafternas (f och N i figuren) totala effekt noll vid rullning. Det
beror pa att vid kontaktstallet ar kontaktpunkternas hastigheter lika vid
rullning, medan kontaktkrafterna ar motsatt riktade.

Lagen om effekten P = T for hela systemet ger alltsa

MQ = j 52 |02 4 ; |“"awzg @)
.. 2D
Tt @‘fﬂé“ég S aads ®)
0 MQ=mk*(16QQ +wi) (&)
Rullningsvillkoret ar
2rQ =rw (5)
0 MQ=mk*(16QQ +4QQ) (6)

M=mk20Q O & M _
10mk
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For stoten galler stotimpulslagen

AT 5
S=mvg, —mvg
Ga 2b och stétimpulsmomentlagen
S rxs=H, -H,
e
b/3 | | B .
oo ) Index e och f star for efter och fore
stot. Komponentekvationerna blir
- S=myvg
2
oy D-mA),
12
Alltsa ar Vg = S
m
2S
w=—-
mb

Sambandsformeln for hastigheter ger nu hastigheten i A
Vo = Vg +W XTI,
Komponentekvationen blir

v =S 0280
A m OmbO

Resultatet ar V, = S
m

Hastigheten for A ar S och den ar riktad at vanster
m

1)
)

©)

(4)

Q)

(6)
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For stoten galler stotimpulslagen
S=mvg, —mvg

och stétimpulsmomentlagen
rxS=H, -H,

Index e och f star for efter och fore
stot. Komponentekvationerna blir

t o S, =mysinB-(-my,sinB)

- =S, =mvcosf —mv,cosf,
() -R3, = lw-lw
Studstalet e= —M
-v,sinB, -0
Friktionsvillkoret ger Sy = S,
Ekv (4) och (1) ger S, =my,sinB,(1+e)
Da ger ekv (5) S, = Hmv,sin B,(1+e)

Vi skriver ekv (2) och ekv (4) en gang till, med utnyttjande av (7):

vsin B =ev,sinf,

VCOS 3=V, C0S 3, — v, sin B,(1 +e)

Division ger tanB = eS|r!B0
cos B, — usin B,(1+e)
eller tanB = etan f,

1-utanB,(1+e)

tanB - 0 om ptanfB,(1+e) - 1

1)
()

(3)

(4)

()

(6)

(7)

(8)
©)
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A 2a B
B o -
Z Lgsningen ges av Eulers andra lag
b
M, =H, (1)
a
"X

dar tidsderivatan kan berdknas enligt

Hy=(H,),, +@xH, ©)

dar Oxyz ar ett koordinatsystem som ar fixt i kroppen. Origo antas
sammanfalla med lagret vid A.
Vinkelhastigheten ar

w=(0,0, w) 3)

| detta koordinatsystem som fdljer kroppens rorelse ar rorelsemangds-
momentet med avseende pa punkten A

Hy = (-l -1, 1, 0) (4)

Eftersom vinkelhastigheten ar konstant blir (HA) =0

Xyz

Antag att kraften pa kroppen i lagret A ar R. Eulers andra lag kan da
skrivas (tyngdkraften forsummas) enligt ekv (1) och (2)

Ng XR=0+wxH, (5)

som i komponentform blir

%—RyZa = 1,0’

(6)

HR,2a=-1,0°
Troghetsprodukten 1, =0 eftersom skivan ligger i xz —planet. Med
Steiners sats for troghetsprodukter fas vidare

b mab
I =1¢ +mx.z, =0 +m— & =M% 7
Xz Xz G~G 2 2 4 ( )
e o mb ,

Insattning i ekv (6) ger da resultatet R=-—uw'




