LOSNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 12

LP12.1 Vagnen paverkas av tyngdkraft och
normalkraft i den vertikala riktningen
men endast fjaderkraft i den horison-

m tella riktningen. Om fjadern forlangs
verkar en aterforande kraft pa vagnen

kx F = —kxe,
RAARAE dar x ar avvikelsen fran jamviktslaget.

Begynnelsevillkoret ar

— _ x=d
o X t=0 %( 0 1)
Kraftekvationen F =ma har allméant x-komponenten F, = mx. | detta fall fas
mx = —kx 2
0 X+ £x =0 (3)
m
O X+w’x=0 dar w’= % (4)
a) egenvinkelfrekvensen bestams direkt ur svangningsekvationen (4)
k
W, =.,—
m
b) svangningstidens definition ger
T, = 2n 0 T, = 271\/E (5)
w, k
Den allméanna lI6sningen ar
X =Acosw,t +Bsin wt (6)
med hastigheten X = -Aw,sin wt +B ) cos at (7)

Begynnelsevillkoret ger da integrationskonstanterna A och B:

™ =Acos0+Bsin0 M=A+BD0 A =d
_ O O 0 (8)
0 = ~Aw, sin0 +B , cos0 D=-Aw,0+Bw, = [B=0
¢) Insattning i den allméanna Iésningen (6) ger laget som funktion av tiden:
X =dcosw,t 9)

d) Hastigheten &r x = —dw, sin w,t. Den maximala farten fas for sincw,t =1.

X =dw, = d\ﬁ
m

e) Accelerationen ar X = —dw,’ cos wt och den maximala accelerationen fés for

:da)zzﬁ

cosw,t=1 X .. -



LP12.2 Tyngden paverkas i den vertikala rikt-

T ningen av tyngdkraft och fjaderkraft. Vi
lagger origo i jamviktslaget sa att den
kx dynamiska delen av fjaderkraften ar
‘ F = —kxe,

1 dar x ar avvikelsen fran jamviktslaget.

Begynnelsevillkoret ar
\

| t=0 %( “o (1)
mg
Kraftekvationen F =ma har allmént x-komponenten F, =mx. | detta fall fas
mx = —kx (2)
.k
[ X + EX =0 (3)
0 X+wx=0 dar w}= % (4)

a) Om tyngden hanger i vila i jamviktslaget ar accelerationen noll. Fjaderkraften ar
da lika stor som fjaderkraften:

0= —KAl +mg 0 Al=% 5)
b) egenvinkelfrekvensen w, bestams direkt ur svangningsekvationen (4).
Egenfrekvensen ar f,

w, = |— O Y (6)
m 2rr\'m
c)Den allménna I6sningen ar
X =Acosw,t +Bsin wt (7
med hastigheten X = -Aw,sin wt +B ) cos at (8)

Begynnelsevillkoret ger da integrationskonstanterna A och B:

™ =Acos0+Bsin0 M=A+BD0 A =d
. O O 0O 9)
0 = ~Aw, sin0 +B , cos0 D=-Aw,0+Bw, = [B=0
Insattning i den allméanna l6sningen (7) ger laget som funktion av tiden:
X =dcosw,t (10)

Hastigheten ar x = =dw, sin wt. Den maximala farten fas for sinw t =1.

|X|max = dwﬂ = d\/E
m

d) Accelerationen ar enligt (2) alltidmx = —kx O X = —%x =%dcoswnt.

_ ) L . kd
Den maximala accelerationen ar da Xl . =—
m

e) Laget &r enligt ovanstdende x = dcosw,t



LP12.3 Vagnen paverkas av tyngdkraften,
normalkrafter och fjaderkrafter. Vi
lagger origo i jamviktslaget sa att den
dynamiska delen av fjaderkrafterna ar
respektive

F, = —kxe, och F, = —3kxe,

dar x ar avvikelsen fran jamviktslaget.

a) Fjaderlangdandringen Al vid jamvikt ges av jamviktsekvationen, alltsa kraft-
ekvationen i planets riktning. Fjaderkrafterna maste balansera tyngdkraften:

0 =mgsin 3 — kAl —3kAl 1)

0 Al = mgsin 3
4k

()
b) Kraftekvationen F =ma har allméant x-komponenten F, = mxX. | detta fall fas

mx = —kx —3kx (3)

Observera att tyngdkraften inte &r med eftersom vi redan fran bérjan har
eliminerat de statiska krafterna.

0 mx+4kx=0 (4)

Jamforelse med standardekvationen X +w,’x =0 ger

w7 = )
m
Egenfrekvensen &r alltsa
f = % = i 4_k

21 21y m




LP 125 Svangningstiden for stangens sma
svangningar kring jamviktslaget skall
bestammas. Svangningstiden ser man

= om man bestamt svangningsekvationen.

Lat vinkeln 6 vara stangens vridnings-
vinkel fran jamviktslaget. Vi eliminerar
direkt de statiska krafterna. Det betyder
att vi inser att tyngdkraftens moment
med avseende pa stangens vridnings-
axel balanseras av den statiska delen av
fjaderkraftens moment. Den dynamiska
delen av fjaderkraften ar

kasin@=kaf 1)

Pa samma satt blir kulans vertikala avvikelse fran jamviktslaget

Isin6=16 2
Kulans vertikala hastighet ar =16 3)
Momentekvationen Mg = HO 4)
har allmént z-komponenten M, = I-'|Z (5)

Kraftmomentet som fjaderkraften ger bestams som havarm ganger kraft.
Rdrelsemangdsmomentet for plan rorelse i planpolara koordinater ar

H, = mI*6. Alternativt bestams det som havarm génger rérelsemangd 10nl6.
Insattning i momentekvationen ger om z-axeln gar inat

— d 27
-a Fgae = a(m| 0) (6)
ml’0 = —ka*8 (7
Standardekvationen blir
§+X¢ 90 ®)
ml
Identifiering ger da egenvinkelfrekvensen i kvadrat
,  ka®
=— 9
N ©)
2
Egenfrekvensen blir _@ o L ke (20)

"Tom 2w\ ml?

. ) o I |m
Perioden é&r alltsa T, =2m— | —

aVk




LP12.7

Svangningstiden for stangens sma
svangningar kring det stabila jamvikts-
laget skall bestimmas. Fjadern maste
antas ha sin naturliga langd i det verti-
kala laget. Lat vinkeln 6 vara stangens
vridningsvinkel.

Fjaderforlangningen blir da

asin@=ad

Pa samma satt blir kulans horisontella
avvikelse

Isin6=16

Det vertikala avstandet upp till fijaderns
fastpunkt ar

acosf = a%[—a—ZD
2 H

dar den kvadratiska termen kan for-
summas.

Momentekvationen med avseende pa den fixa upphéngningsaxeln

M, =H,
har z-komponenten
M, =H,

1)
()

Kraftmomenten som tyngdkraften och fjaderkraften ger bestéms som havarm
ganger kraft. Rorelsemangdsmomentet for plan rorelse i planpolara koordina-

ter a&r ml%0. Alternativt bestams det som havarm génger rorelsemangd | [l6.

Insattning i momentekvationen ger

— d 27
—a[ll.kae—mg me_a( 126) (3)
mI*g +(ka? +mgl) =0 (4)
Standardekvationen blir
g+ rmaly_ (5)
ml
Identifiering ger da egenvinkelfrekvensen i kvadrat
, _ka’>+mgl
= 6
N ©)
2
Frekvensen blir f, = e ijm (7)
2 21 ml
2
Perioden ar T, = ml




LP 12.8 Bojen paverkas av tyngdkraften och
lyftkraften. Lyftkraften bestdms enligt
Arkimedes princip som tyngden av den

L 2r undantrangda vatskan.
[ a—
i Vi utgar fran att vi vet att de statiska
(— L \“\JE — krafterna (tyngdkraften och lyftkraften)
e wvjvv som balanserar varandra vid jamvikt
— T T — inte kommer med i svangningsekvatio-
L nen, om avvikelsen x fran jamviktslaget
betraktas.
Om bojen nu guppar lite grand nerat ar

| det bara lyftkraften som andras.
Okningen av lyftkraften raknat fran det

X
statiska vardet ar lika med tyngden av
den extra undantrangda vatskan:
vatskans densitet p ganger volymen
r’x ganger tyngdaccelerationen g

L = prr®xg (1)
Kraftekvationen F=ma
ger i den vertikala riktningen
mX = —pg7r’x (2)
Standardformen blir
2
x+ P9 =g 3)
m

och genom identifikation bestdms egenvinkelfrekvensen

_ |pgrr’
W, == (4)

sd att frekvensen blir

Kommentar: Om kraftekvationen stélls upp utan att man fran boérjan eliminerar
de statiska krafterna fas
mx =mg — pgrr’(x, +X)

dar x, ar langden av bojen under vétskeytan vid jamvikt.



LP 12.9 Kroppen paverkas av tyngdkraften
och fjaderkrafterna. | jamviktslaget
A 2kx balanserar de varandra och krafternas
summa ar noll. Bada fjadrarna ar fran
borjan hoptryckta sa att den totala
fijaderkraften pa den Ovre tyngden &r
riktad uppat. Fjaderkraften pa den
undre tyngden ar av samma anled-
ning riktad nerat.

Om kroppens vertikala forflyttning
nerat fran jamviktslaget ar x kommer
fjaderkraften i den dvre fjadern att
Oka med 2kx. Fjaderkraften i den
undre kommer att minska med kx.

Nar vi nu stéller upp kraftekvationen
utgar vi fran att de statiska krafterna
inte behover tas med om vi med
fjaderkraften menar férandringen
raknat fran vardet vid jamvikt

Kraftekvationen F=ma (@)
i den vertikala riktningen FE =mx (2)
ger mx = —2kx —kx (3)

Svangningsekvationen pa standardform blir
k+2x =0 (4)
Egenvinkelfrekvensen fas genom jamforelse med den allméanna svangnings-
ekvationen X +w *x =0:
w,= X ©)
m
Svangningstidens eller periodens definition ger

T :2_":27-[ /m (6)
"W, 3k

Kommentar: Lésningen kan ocksa fas med mekaniska energilagen:

| T+V = konstant|

Inséattning ger %mx2 +%2kx2 +%kx2 = konstant

Tidsderivering ger 2 B;—mkk +2 G;— [2kxx +2 G;—kxk =0

vilket & samma ekvation som (4).



LP12.13
t@xﬂ‘
I) Ffjéder:
A Lo % B

Figurens plan ar ett horisontalplan.
Hylsan paverkas av tyngdkraften mg
och en normalkraft N i den vertikala
riktningen. | horisontalplanet verkar
bara fjaderkrafterna.

Fjaderkraftens storlek i ett godtyckligt
lage givet av koordinaten x ar

Fiaaer = k(02 ¢ 1) (1)

Den totala komponenten av fjader-
krafterna i rorelseriktningen ar

F, = —2F S
b2+X2

X fjader

cosf = 2F

fjader

()

Kraftekvationen F =ma har allméant x-komponenten F, = mxX. | detta fall fas

mx =

2Fsaqer \/TX 3
0 mx= —2k(«/ |)

Gﬁ “

i 2k O
Kommentar:
X |
T Ffjéder'
b \ N
A Lo 0 B

Om figurens plan &r ett vertikalplan
ligger tyngdkraften mg och normal-
kraften N i detta plan. Fjaderkrafterna
forandras ej och darfér ar N = mg. Man
far alltsa samma rorelseekvation i detta
fall.



LP 12.14 Figurens plan ar ett horisontalplan.
Hylsan paverkas av tyngdkraften mg

X och en normalkraft N i den vertikala
) T - % = ': riktningen. | horisontalplanet verkar
b ij bara fjaderkrafterna.
| e |
A L ——=1 o ‘ B Den naturliga langden | &r mindre én
e avstandet b vilket betyder att det stabila
T J jamviktslaget motsvaras av x =0.
b
. l o f{ Facer Fjaderkraftens storlek i ett godtyckligt

. lage givet av koordinaten x &r

fader — k( Vb +x° _I) 1)

=

Den totala komponenten av fjaderkrafterna i rorelseriktningen ar

F, = —2F X
b2 +X2

X fjader

cosf = 2F

fiader

(2)

Kraftekvationen F =ma har allmént x-komponenten F, = mx. | detta fall fas

) X
MX = =2Fyaer N (3)

) X
O mx = —2k(x/b2 +x° —I) Elim 4)
0 ox+2XF_ ! Do 5)

m g_w/b2+X25X:

FOr sma svangningar ar x <<b och

1 1 10 1xfO
2 2 = :_%1__ _DE ©6)
Jb? +x \/ xf Db 20lb
b,/[1+ =
(b
Svangningsekvationen ar
. 0 2
x+—kg—l§—x—2m =0 O (7)
mD b 2 %(
. 2k I
X+ —1—— =0 8
— - ®)

Jamforelse med standardekvationen X +w,’x =0 ger

Egenvinkelfrekvensen w, = 2kG _ 10
m b

271:2” mb

Svangningstiden T =—
aning o, T\ 2kb-1)

n




LP 12.15 Frilagg hylsan och motvikten enligt

figuren. Vi antar att fjaderns naturliga

fiader

motvikten.

motvikten ar da

Mg

Mx = Mg -S
Tradkraften S kan elimineras genom att addera ekvationerna

mX + MX = —k(x —b +I)+S + Mg =S
O (m+M)x=-k(x =b +1)+ Mg
O (m+M)x+kx=k(b~-1)+Mg
Svangningsekvationen ar
k k(b—1)+ Mg

X + X =
m+ M m+ M

Jamforelse med standardekvationen X +w °x =0 ger

Egenvinkelfrekvensen w, = k
m+ M
; ; +
Svangningstiden T, = i)_" — o /M . M

Jamviktslaget x, ges av villkoret x=01iekv(5) 0 x,=b-I+

Kommentar: Problemet I6ses med férdel med hjalp av lagen om mekaniska
energins bevarande. Tradkrafterna gor tillsammans inget arbete.

T+V =T, +V, O %mi(2 +%M>'<2 +%k(x ~b +1)* - Mgx =konstant

Tidsderivering ger

mXX + MxX +K(x =b +1)x=Mgx =0 O mX+ Mx +k(x =b +1) - Mg =0

vilket dverensstammer med rorelseekvationen (5)

- langd &r | och att avstandet mellan

‘ vaggarna ar b. Hylsan paverkas da i
1 rorelseriktningen av fjaderkraften
- Fiacer = k(X =b +1) och tradkraften S.

mX = —=k(x =b +I)+S

| | " Eftersom trissan ar latt och lattrorlig ar
/ tradkraften pa motvikten lika stor.
Farten ar lika stor for hylsan och

Kraftekvationen for hylsan respektive

1)
@)

(3)
(4)
()

(6)



LP 12.17 Vi utgar fran att vi vet att de statiska
krafterna, dvs krafterna som balanserar
varandra i jamviktslaget, kan elimineras
ur l6sningen, just for att summan av de
<. krafterna for varje kropp blir noll.

: w} y Vi betraktar alltsd en avvikelse x fran
o y jamviktslaget och den utritade fjader-
\ \ B kraften kx ar da férandringen i fijader-
S kraften raknat fran vardet vid jamvikt.
Pa samma satt ar kraften S i figuren
forandringen i fjaderkraften réaknat fran
vardet vid jamvikt. Tyngdkrafterna
kommer inte med i I6sningen eftersom
de inte 4ndras nar systemet svanger.
Kinematik: Om tyngden med massan pm aker ner en stacka y hur langt aker
da massan m pa lutande planet? Om massan m var fix och traden elastisk
skulle traden masta forlangas 2y. Vi far alltsa det kinematiska sambandet

X =2y O X =2y O X =2y 1)
Kinetik: Vi staller nu upp kraftekvationen i rorelseriktningen fér kropparna var
for sig:
mx = —kx +S (2)
pmy = -2S 3)
Eliminera kraften S genom att multiplicera ekvation (3) med 2 och sedan adde-
ra ekvationerna. Satt ocksa in kinematiksambandet (1). Resultatet blir

2m5&+%5{ = —2kx 4)
Rorelseekvationen blir
X + 4—kx =0 (5)
(4 + p)m

Egenvinkelfrekvensen fas genom jamforelse med den allméanna svangnings-
ekvationen X +w *x =0:

"y (4+p)m
Fjaderns forkortning d vid jamvikt bestams ur jamviktsekvationerna.
Begynnelsevillkoret blir

_ [X=0 ) _mg,. .
t=0 %( o dar & o (2sing-p) (7
Den allméanna l6sningen ar
X =Acosw,t +Bsin wt (8)
X =-Aw,sinwt +B « cos wt 9)

Begynnelsevillkoret ger da integrationskonstanterna A och B:
[®=Acos0+Bsin0

A=9
. O
%):—Awn5|n0+8%coso %:0
Inséttning i den allméanna Iésningen (6) ger laget som funktion av tiden:

(10)

x=0coswt dar o och w, ges ovan.



LP 12.19

FOr sma svangningar, alltsa sma vinkel-
vridningar 6, blir langdandringen av
fijadrarna b8. Vi bortser fran att fjadrarna
ror sig lite grand i horisontell riktning.
Kroppen pa stangen far en vertikal
forflyttning (b +c)6. For bada dessa
avstand galler att de &r approximationer.

Storleken av den dynamiska delen av
fjaderkraften ar kb@ i vardera fjadern.
Vi bortser nu fran de statiska krafterna,
tyngdkraften och den statiska delen av

fjaderkrafterna.
Momentekvationen M, = HZ blir
d 2,
b (kb6 —b [Rbeza[m(b +c)'f) (1)
och kan skrivas
2
izg =0 2)
m(b +c)
Jamfor med standardformen:
6+w?0=0 ©)
Perioden ar alltsa
:2_7T:—2ﬂ(b+C) ﬂ (4)

" w b 2k

br, [2K
b+c= |—
2T \'m

Periden skall vara 7, =0.7 s, vilket med de givna numeriska vardena ger

b+c=0.84 m



LP 12.31 Vagnen startar fran vila da fjaderns
forlangning ar x,. Detta motsvaras av

m begynnelsevillkoret:
. X=X,
cX t=0
all =0

Krafterna i rorelseriktningen ar fjader-

kraften och den viskésa motstands-

Qa5 R 5

: = - kraften.

S

X Kraftekvationen F_=mx

ger mx = —kx —cx (1)

0 K+ Cx+ £x =0 (2)

m m

Med substitutionerna w?=k/m och 2{w,=c/m (3)
fas standardekvationen X +2Jw X + @, *x =0 (4)

Systemparametrarna ar enligt text sddana att sambandet ¢ = vkm galler. D& blir
enligt (3) dampningsfaktorn

c cC /m c 1
= = |- = = 5
< 2maw, 2m\/z 24km 2 ®)

Systemet ar alltsa svagt dampat och den allmanna I6sningen kan skrivas

x = Ce " sin(cw,t + a) (6)
och hastigheten ar X = C[—an Si”(wdt + a) + @, cos( Wt + cﬁ] p~dont )

Integrationskonstanterna C och a bestadms ur begynnelsevillkoret:

— XO
Bk, =Ce’sina g_sina
" . , 0 O ®)
—C[—ansma +wdcosa]e Gang = %4
g {w,
Betrakta en ratvinklig triangel med kateterna
w,, {w,. Hypotenusan fas enligt Pythagoras:
('on
D Jw? + () = @(L- &)+ (@) = @
\0‘ Geometrin ger cosa :% 0 a :%T
(w, Ekv (8) ger C = 2

——X
ﬁ 0
Insattning i (6) ger da resultatet

) ke O3k O
X=—X,[8 2'™ sinpp|—t +—
NE Ham  3H




