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LEDNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 13

Systemets masscentrum G ligger hela tiden vid axeln.
Kraftekvationen for hela systemet:

N P =(M +2m)x,

Anvand definitionen av Kinetisk energi. Varje kula har en cirkel-
rorelse.

1
T :Zamkvkz O

T= %m(ca))2 +%m(b2 +c’)af +%m(b2 +¢?) o

Lagen om kinetiska energins tva delar kan anvandas. Sambandet
v = Rw &r givet.

T= %mvez + Z%mkvkrel2 0

T=25mv2+4 Gl—m(Ra))2 =9 mv?
2 2 2

Den 6vre kulan har en fart bew i masscentrumsystemet. Den abso-
luta hastigheten ar vektorsumman av systemets hastighet och den
relativa hastigheten v=v; +v,,.

Rorelsemangd definieras

p = ¥ m,v, men beréknas oftast enligt
p, =m(v —bwsin 6, b weos 6 0)

p, =m(v +bwsin 6, —b wecos § 0)

p=p,+p, =m(2v, 0,0) = 2mve,
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LP 13.6

LP 13.7

Kinetiska energin berédknas antingen som

|-|- :Tvagn +Tku|or| 0

T= % Mv? +%m[(v —rwsin 6)° +(r weos @2]
+%m[(v +resin 6)° + (-r weos QZ] = %(M +2m)v? +mr? ¢

eller med lagen om kinetiska energins tva delar:

1 1
T= Eva2 + zzmkvk,e,2 O T= %(M +2m)v? +2 G;—mrzou2

Teckna forst kulornas koordinater och tidsderivera for att fa
hastigheten.

X, =bsiné O X, =bBcosH
Yg = ~bcosé O Vs EV=b6Osin@ (1)

Kinetiska energin beréaknas har med definitionen

_o1 2 1 - 2 1 - 2 1,
T—ZEmkvk O T—Em(becose) +§m(—becose) +§mv

Satt in sambandet (1):

0 v DZ 2 1 ,_1 0O 2 q/z
cos"0+=-mv-==m———+1
[hsingU 2 2 [kan’6 0O

T:2E111mb2
2

Rorelsemangdsmomentet for ett partikelsystem med avseende pa
origo definieras

|Ho =2 " xmkvkl

a)
H, =be, xmbee, +(be, +be,)xmbae,
=mb’we, + mb*we, —mb” we,
= -mb’we, +2mb*we,
b) H, =be, xmbae, = -mb’ue,

c) H, =H, &, =2mb’w eller H, = 2mb’we,



LP 13.8 Kraftekvationen projicerad i

tangentialriktningen: 3mch = R, —3mgsin@
normalriktningen: 3mc6’ = R, —3mgcosf
LP 13.9 a) | masscentrumsystemet syns bara rotationen

Ve = Rwe, =Rwcos &, -R asin @,
b) Den absoluta hastigheten ar v, =vg +V,,
Vv, = (v +Rwcos e, - Rawsin &,
LP 13.10  Om vagnens forflyttning ar x at hoger blir ladans forflyttning x at

vanster. Tradkraften S pa ladan gor lika stort arbete som trad-
kraften S pa vagnen. Det totala arbetet blir darfor noll.

Lagen om kinetiska energin U=T-T, forhelasystemet:

PX — pumgx — umgx :% MXx? +%m>’<2

. :\/Z(P — 2umg)Xx
M+m

Resultatet blir detsamma som nar man raknar friktionskraftens
arbete vid den relativa forflyttningen 2x.

LP 13.11  Kraftekvationen for hela systemet:

t: P+2N-2mg=2mI[0 U N:mg—g

Lagen om kinetiska energin for hela systemet:

Kraften P ar konstant.

P[ﬂbsimﬁ?—bsinﬁ):ZE];'—mv2 O v:\/%b(sine—sin[})
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Om stora ladans forflyttning nerat ar x blir lilla ladans forflytt-
ning 2x. Tradkraften 2S pa stora ladan gor da lika stort arbete
som tradkraften S pa lilla vagnen. Det totala arbetet blir noll.

Lagen om kinetiska energin for hela systemet:

kmg Cksin 8 + mg 2xsin 8 :%kmk2 +%m(2>’<)2

_ \/Z(k +2)gxsin
N k +4

Observera att for k — o (lilla ladan finns €j) blir x = /2gxsin 8

Kropparna har lika stor forflyttning och avvikelsen fran utgangs-
laget kallas x. Tradkraften S ar lika i hela traden. S pa den ena
kroppen gor da lika stort arbete men med annat tecken som trad-
kraften S pa den andra. Det totala tradkraftarbetet blir darfor noll.
Den mekaniska energin bevaras eftersom de enda krafter som gor
arbete (fjaderkraften och tyngdkraften) ar konservativa.

[T+V =T, +V| for hela systemet:

%mk2 +%pm>'<2 +%kx2 +mgsin B —pmgx =0 +0

_ K 20
U \/1+p§gp sm,B xE
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Kraftekvationen projicerad i

tangentialriktningen: 3mch = R, -3mgsin@ 1)
normalriktningen: 3mcH® =R, —3mgcos 6 (2

Nu méaste 6 och 6 bestimmas pa annat satt!

Momentekvationen |M, = H,|ger

~3mgcsiné = %[mczé +2m(p? +c2)6]

O -3mgcsing = m(2b2 +302)9 (3)

Lagen om mekaniska energins bevarande [T +V =T, +V|.

%mczé?2 +2 G;'—m(b2 +c2)6?2 —3mgccos8=0 +0

O m(2b2 + 302)92 =6mgccosf (4)
Sattin (3) och (4) i (1) och (2)!

2 2 2
R :ngsine; RH:M
2b” +3c

o0 4 302 [(Bmgsiné

Om vagnens forflyttning at héger ar x blir 1adans forflyttning 2x
at samma hall. avvikelsen fran utgangslaget kallas x.
Tradkraften S pa ladan gor da lika stort arbete men med motsatt
tecken som tradkraften 2S pa vagnen. Det totala tradkraftarbetet
blir darfor noll. Friktionskraften mellan ladan och vagnen ar vid
glidning f = uN = umg

Lagen om kinetiska energin for hela systemet:

Px + pmg X — umg [2X :% Mx? +%m(2>'<)2

: 2(P—pm
0 x= —( H g)x
M +4m

S S
— s s . Eftersom ladans relativa for-

f N ¢ +— flyttning &r x blir resultatet

T l I ‘= 2(P - pumg)d
NT™ "\ M+4m
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Om alla forluster féorsummas &r det bara tyngdkraften som goér
arbete. Systemet ar konservativt och den mekaniska energin
bevaras:

[T, +V, =T, +V;|  for hela systemet:

Lat den potentiella energin vara noll i slutlaget 1.

%mvl2 +0 :%mvoz +mg ¥,

Tagets masscentrum beraknas som masscentrum for en kurvbage.
Masscentrum for en kurvbage motsvarande en vinkel 23 ar

sin
yG:_'BR_

B

|

Har ar R2B=I [ =—

B B=2g

. R° . 01O

— 2 o 1

Insattning ger vl—\/v0 +4g I SmDZRD

Kropparna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horison-
tell kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sager da att systemets
rorelsemangd ar en rorelsekonstant.

Kraftekvationen

0 . 0 [ =Ko o

~1o—pmy +my, =1 +p)mv, O v, ——1v0 (1)

Har har antagits att v, &r masscentrums hastighet at vanster da
fjaderférkortningen ar maximal.

Eftersom fjaderkraften ar den enda kraft som gor arbete bevaras
ocksa den mekaniska energin

[T, +V, =T, +V;|  for hela systemet:

%mvo2 +%pmv02 =2 G;-k52 +%(p +1)mv,’ .
(1+p)mv,’ =2ka” +(p +1)mv,? @
2pm

Insattning av (1) i (2)! [ Wvo



LP 13.18

: } (x=0
Begynnelsevillkoretar t=0 [
x=0

Kraftekvationen ger om tradkraften kallas S

for massan m: - S—=kx =mx
foér massan M: L1 Mg-S= Mx

Adderas dessa tva ekvationer elimineras den inre kraften S.
Resultatet ar en svangningsekvation:

Mg - kx =(M +m)x
som kan skrivas pa standardformen

kX_ Mg
M+m M+m

X +

Mg
M+m

eller X +w X =

Den allméanna lésningen ar

X = Acosax +Bsin wt +%

X = —Awsin at +B awcos @

Begynnelsevillkoret ger
0=Acos0+Bsin0 +% ad A=—-—2=

0=-Awsin0 +B wcos0 O B=0

Losningen &r alltsa X = %(1 —cosat)



LP 13.19 Kulan A har en cirkelrorelse. Farten kan da skrivas radien ganger

vinkelhastigheten: v, =+/b? +¢? [B. Bestam alltsa 6 som funktion
av tiden!
Momentekvationen med avseende pa den fixa punkten O

M, = Hy| kan projiceras pa z-axeln|M, = H,|, vilket ger

M, = %[mczé +2 En(b2 +c2)9]
- - Ml

R G

-- 0 . . - M.t
6 ar alltsa konstant och tidsintegrering ger 6 = ﬁ

m(2b? + 3¢?
. y _Nb*+c? Mt
A7 m(20% +3¢?)
Kraftekvationen projicerad i

. . 3cM
tangentialriktningen: R =3mc6 0O R = 1
J J ' ‘ mi2b2 + 3c2i

. 242
normalriktningen: R =3mc§? O R = L’Ez
m(2b? + 3¢?)

LP 13.20 Krafterna pa systemet ar tyngdkraft 5mg, normalkraft N och
friktionskraft f.

Kraftekvationen i rorelseriktningen:

5mgsinB-f =5mx, [ (1)

Momentekvationen |Mg =H;

med avseende péa en horisontell axel genom G [M, =H,| ger

f[R :£(4R @RO) eller f=4mR& )
dt

Eliminera friktionskraften f addera ekvationerna (1) och (2).
Rullningsvillkoret &r givet i texten: x=R8 0O x RO (3)

Inséttning av (2) och (3) i (1) ger X = ggsinﬁ



LP 13.21

Vagnarna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horisontell
kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sager da att systemets
rorelsemangd ar en rérelsekonstant.

Kraftekvationen

0 0 0 [p, = rérelsekonstant]

Antag att den vanstra vagnens nya hastighet ar v, at hoger och
den hogra vagnens nya hastighet ar v, at vanster.

Rdrelsemangden &r hela tiden densamma:

-0 2m+ M)y, =(M+m)v, = (M +m)v, +mv—=(M +m)v, O
1
2 v m[(M +2m)v, - my]| (1)

- (2m+M)v, = (M +m)y, =(M +m)v, = (M +2m)v,
Om (1) satts in i denna ekvation fas

1
M +2m

v, = [(M +m)v, —my]

Om massorna ar lika:M=m fés v, :%[:%v0 -v]; v, :%[Zv0 -V]

Den nya relativa farten for vagnarna blir da

_13v, -5v
6

VreI = Vl +V2



LP 13.22

b)

LP 13.23

Det finns inget yttre kraftmoment med avseende pa en vertikal
axel genom den fixa punkten O som verkar pa hela systemet.

Momentekvationen [M, =H,| for hela systemet

0= HZ O H, &r en rorelsekonstant:
m(Isin B)°c, + km(Isin B’ @y =km(2lsin §* @ 0 @, = 14ka

Friktionskrafter saknas. Normalkrafterna pa partikel och ror gor
tillsammans inget arbete. Endast tyngdkraften gor arbete och
den mekaniska energin bevaras.

[T, +V, =T, +V,|  for hela systemet ger om u &r den relativa
hastigheten.

%m(lsin Bw,)’ +%km(|sin Bay)* +0

= %mu2 +%km[u2 +(2lIsin Bwl)Z] +mglcos B-kmglcos S

9k
16(k +1)

(k=)

k+1

. .U a2
O uz\/(lsmﬁwo) - T+ glcos 8
0 0

Kulorna har farten b6 och tyngden har samma fart ré som cirkel-
skivans periferi. Rérelsemangdsmomentet for tyngden bestams
som havarm ganger rérelseméangd. Momentekvationen for hela

systemet med avseende pa rotationsaxeln: |M, = H,

mgr = %(Zmbzé +r mnré) 0

- 2 n—_ 9r
mgr = m(2b2 + r2)9 O 0= o 4 2

Alternativt utnyttjas lagen om mekaniska energin. Tyngden
sjunker strackan r@ och masscentrum for kulorna dndrar ej niva.

Lagen om mekaniska energins bevarande |T +V =T, +Vo|
for hela systemet

2 G¥mb26'?2 +1m(r6?)2 -mgré=0+0
2 2

o g=_23"

Tidsderivering ger 2mb?66 + mr266 = mgr 6 T
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Tradkraft S, normalkraft N, friktionskraft f och tyngdkraft mg
verkar pa kroppen pa planet. Den hangande kroppen paverkas av
tradkraft S och tyngdkraft Mg. De bada tradkrafterna gor lika
stort arbete sa att det totala tradkraftarbetet blir noll. Friktions-
kraften ar vid glidning f = uN = umg. Tyngdkraftens och frik-
tionskraftens arbete bestams som kraft ganger vag medan fjader-
kraftens arbete maste bestimmas med integrering eftersom fjader-
kraften ej ar konstant.

Lagen om kinetiska energin

for hela systemet:

1 1 . 1 .
Mgx — umgx — —kx? == Mx? +=mx? -0
gx —umg > > >

. 1
0 X = 2Mgx — 2 umgx — kx>
\/M+m( T eHm )

Friktionskrafter saknas. Det totala tradkraftarbetet blir noll efter-
som traden ar oelastisk. Normalkraften pa kropp A gor inget
arbete. Endast tyngdkraften gér arbete och den mekaniska energin
bevaras.

Lagen om mekaniska energins bevarande

|T1 +V, =T, +V0|

for hela systemet ger for de tva tillstdnd da farten ar noll

0+m,gR(1-cosB)+0=0+0 +mBga%@ —2Rsing7zT _EB%

20

_ «/Egl—cosg +sinED

Ma
m; 1-cosp
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Till en borjan ar forflyttningarna for kropparna lika. Tradkraften
S ar densamma i hela den 6vre traden. Tradkrafternas totala
arbete ar da noll. Samma resonemang galler den korta traden.
Tyngdkraften ar den enda kraft som gor arbete for den forsta
fasen av rdrelsen och systemet ar konservativt.

Lagen om mekaniska energins bevarande

“1+V&:R**M

for hela systemet ger for begynnelsetillstandet och tillstandet strax
innan den undre vikten stéter mot golvet

%mvl2 +%mvl2 +%kmv12 +kmgh —2mgh =0 +0
4 -2k
O v,) = h
LT ok g

Nu ar den undre vikten i vila och har forlorat energi vid stéten
mot golvet. Efter stbten galler dock lagen om mekaniska energins
bevarande for resten av systemet. Lat v, vara farten just innan
vikterna nuddar varandra.

1 1 1 1
Emvz2 +§kmv22 +kmgl —mgl :Emvl2 +Ekmvl2 +0

. 21-K) . (1+K)(4-2k
v s (1+k)gH((1+k))((2+k))g

Villkoret v, =0 gerda |= E



