LOSNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 2

LP 2.1 Kraften har storleken P. Dess riktning
relativt koordinataxlarna ar ocksa kand
och given av vinkeln . Kraftens x-
komponent ar da Psin 8, medan y-
komponenten a&r —Pcos 8. Vi kan skriva
kraften pa vektorform:

P=Pe, +Pe, =Psinpe, —Pcosfe,

eller komponentform

P :(p p o) :(PsinB, —Pcos g, 0)

x1 Ly
N 3
Men 3 ar given: tanB:Z g
sinB=—= och cosf=—
[ P:P%eX—PEI—ey

Storleken P =800 N é&r ocksa given:
F. = Psin =800 Q.E-N =480 N

F, =-PcosfB =-800 E-Lll- N =-640 N
)

LP 2.2 Kraften har storleken P. Dess riktning

y! ar ocksd kand och given av vinkeln .
Kraftens x-komponent &r da Pcosf3,
O € X medan y-komponenten ar —Psin 3. Vi
kan skriva:

P=Pe, +Pe, =Pcosfe, —Psinfe,

eller

P :(p P o) =(Pcosp, -Psin B, 0)

x1 Ty

Men [ &r given [ P=P-e —PD.Z—e

Storleken P =10 kN &r ocksa given 0 P=—-—e, ——e, kN

0 P=(8e, -6e,) kN




LP 2.3

LP 2.4

B

p fr(l, 2,0)m

"(‘D
X

Vi vet att y-komponenten av kraften F
ar P, alltsa

P=Fsin60° O F= _P
sin60°
2P
0 F=—
NE)

Xx-komponenten av kraften F blir

F,=Fcos60° 00 F = FD;'—

Vektorn mellan A och B ar
Fag =1s ~Ta

=(1,2,0)m-(-3,-1,0)m=(4,3,0)m

Kraftens riktning ges av enhetsvektorn

1

e - 1 (4’3’0):5(4’3’0)

€ne = | /16+9

Kraften S i linan har storleken 50 N.
Kraften pa respektive dgla ar

50
Sa =S€ps :?(4,3,0) N=10(4,3,0)N

S =—Sen, =-10(4,3,0) N




LP 25 Krafterna har samma angreppspunkt O.
De kan skrivas pa vektorform

y F, =Pcos45°%, —Psin45°%,
F, =3Pcos30°, +3Psin30°%,
F, = -2Psin30%, +2Pcos30°%,
Detta kan ocksa skrivas

F = Pgex —Pgey

F, =3P [—T?ex +3P E‘.;—ey

F, = 2P %ex +2P E—I\/z—gey

e, e,
F, =% (V3e, +e,)

F, = P(—ex +«/§ey)

eller F =

Kraftsumman ar
F=SF =F +F, +F,

2P 3IP | DIP 3P
g B A o S

eller F :g(ﬁ +3v3 —2)e, +(—V2 +3 +23)e,

Kraftresultanten ar denna kraftsumma med angreppspunkt i origo. Den kan ersatta
det givna kraftsystemet. Kraftsumman har ingen angreppspunkt!



Tradens langd ar enligt Pythagoras sats

22+3°m=+13m

Vinkeln g ar bestamd:

cos,8=% och sinﬁ:ﬁ

Kraftens komponenter blir da

3
F =Fle, =-Pcosf =-130 &—N
" " P V13
: 2
F, =F[, =Psin =130 3—N
y y B 113

F, =-30V13 N

F, =20V13N




LP 2.7

sin(45°-0) =

sin75°

+J5—=4c0s75°

Kalla kraftresultantens storlek F. Vinkeln
6 soks. Eftersom a + 3 =105° kan vinkeln
75° =180° —105° i figuren identifieras.

Betrakta den gramarkerade krafttriangeln!
Kraftresultantens storlek fas med cosinus-
satsen:

F = P? +(2P)* - 2P [{2P)cos 75°

U F=P+5-4cos75°

Vinkeln 68 kan bestammas med sinus-
satsen:
sin75° _ sin(45°-0)
F P

U

_ Psin75°

sin(45° - 6) =

0

sin75°

A5 —-4c0s75°

sin75°

A5 —-4cos75°

O 45° — @ = arcsin

O 0 = 45° —arcsin

Alternativt kan vinkeln 68 kan bestammas
genom att bestdmma langden av sidorna
ED och OE i figuren.

2P

AB har langden —
9N R
V3P

CD har langden >

BC har langden g

2P 43P
_\2 2
@no="% P
J2 2
]
tan6=2ﬁ_@

242 +1




LP 2.8
Projicera normalkraften N pa linjen OB.
| Komponenten ar N cos6.

Vinkeln CAB ar 7—2-[—,8.

. L Ot o0
Vinkeln OAB ar 0 ’BD'
Vinkeln 8 kan bestammas med
sinussatsen. Man kan ocksa direkt fa
cosinus for vinkeln med hjalp av den
undre figuren

+ Aci
oS0 = 2a ailnﬁ :
\/(2a+asinﬁ) +(acos )
| O
|
| v -
. +
: 7 cosf = - 2 SIrT'B
B \/4+sm2B+4S|nB+coszﬁ
asing A1~ T 2 B
= e \ o l.--7" _ 2+sinp
: , e~~~ O cosf = —————
" _‘a A J5+4sinf
| s _ -
~7 -7
6/ ' Kraftkomponenten blir alltsa

2+sinf

——F N
\J5+4sinf

Observera att har ar N den givna kraften. Det ar alltsa inte enheten newton
som avses.

N cosf =




LP 2.9
A4
Hy /4P
2P ,
,,,,, RS 4
B,'/ 3P
S 1
o | X

Kraftresultantens storlek ar

Krafterna kan forskjutas langs sina verk-
ningslinjer sa att bada angriper i samma
punkt O, som &r 6glans centrum.
Krafter som har samma angreppspunkt
far vektoradderas till en kraftresultant.

Infor ett koordinatsystem Oxyz enligt
figuren!
Kraftresultanten angriper i O och ar

F=3F =(0,2P,0)+(3Psinp, 3Pcos B, 0)
=(3Psin B, 2P +3Pcos 3, 0)

F| = F =/(3PsinB)* +(2P +3Pcos B

Denna storlek skall enligt text vara 4P

vilket ger ekvationen \/(SPsin B)* +(2P +3Pcos f)* = 4P

kvadrera! O (3Psin B)° + (2P +3Pcos B)° = 16P>

divideramed P ! O 9sin® B+ 4 +9cos®* B +12cos B =16
O 9(sin2,8+cos2 ﬁ)+1ZCos,B:12

trigonometriska ettan [ 9+12cosp =12 I 12cosfB =3

1 1

O cosp = 2 [] B= arccosz

Alternativ l6sning:

Vi kanner tre sidor i en kraft-triangel.
Vinkeln B kan da bestammas med
cosinus-satsen:

(4P)* = (3P)* +(2P)* - 2 3P 2P cos(r -

O 16 =9+4 —-12cos(rr - )
0 3=12cosf
1
U cosff=—
P 4



LP 2.10

Vektorn mellan B och A ar
rea =(4,-3,-5) m

Den kan enklast i figuren ses som
summan

fec *Tep *Toa =Tea

Kraftens riktning ges av enhetsvektorn

1

f
ga = A = 4,-3,-5
BA |rBA| \/42 +(—3)2 +(—5)2 ( )
1
:E( 4 ,-3,-5)
Kraften ar alltsa F, =Fega :%( 4,-3,-5) N = %( 4,-3,-5) N

LP 211

4m

AC

Skalarprodukten ger vinkeln mellan tva
kéanda vektorer. For enhetsvektorerna
e 0ch e,. fas ndmligen

enp [8,c =101 [C0SB

|
I
|
| Vi bestimmer forst enhetsvektorerna.
|
|
|

5m

For att se komponenterna av vektorn r,g
B kan man i figuren se hur langt man be-

AB | hover ga langs de olika koordinataxlarna
Fae  Fas 2 for att komma fran A till B. (Alternativt
5 m

| beréknas r,; =r; —r,,dvsdrag A:s

3m y koordinater frén B:s.

dm— 2275
A e =(-3,1,2)m O
)X/ e _rA_B :i(_3 1 2)
AB |rAB| \/ﬂ )
1
M =(1-4,5)m O €pc = ﬁ =$(1, -4,5)
AC
Skalarprodukten blir e, [&,. = %(-3,1, 2) %(1 -4,5) 0
s Bpe = ———(-301+10(-4) +2(5) = —>—
AR TEAC T 14 @2 1443
3 V3
O =— O = —
cos Ve [3 = arccos v




LP 2.13

Z Storleken pa varije kraft ar kand. For att kunna
skriva krafterna som vektorer bérjar vi med
att bestamma enhetsvektorerna i krafternas
riktningar:

re=(9,-8,-12) m

1
eABzﬁ(Q,-S,-12)
B
rac =(4, 6,-12) m
1

€ac :7( 2, 3,-6)

Mo =( -5, 0,-12) m

1
€0 =E( -5, 0,-12)

Krafterna kan nu skrivas som vektorer:

Fi=Feg :%( 9,'8,'12) NZZO( 9,-8,-12) N

F = Feuc =@(2, 3,-6)N=60(2, 3,-6)N

Fs = Feao =31—930(-5, 0,-12) N=30( -5, 0,-12) N

Kraftresultanten med sjalvklar angreppspunkt A ar da

F=F +F, +F =( 180+120-150, -160 +180 , —240 -360 —360) N

=(150, 20,-960) N

Svar: Kraftresultanten har angreppspunkt A och ar

F=(150, 20, -960) N




LP 2.14 Kraftens riktning sammanfaller med
z staget:

\\WA re=(4,4,-7)m

Enhetsvektorn i denna riktning ar

— rAB — 1
= Tas 4.4,-7
7 m eAB |rAB| ’\/16 + 16 +49 ( )

0 H@D :%(4,4,-7)

r 2 skri
6m e | , m/\)I Kraften kan d& skrivas
\'g
S =Se,; -900(4 4,-7) N
=100( 4, 4,-7) N

S=100( 4, 4,-7) N

LP 2.15 Om tva krafter, som verkar pa en stel
kropp, har verkningslinjer som skar
varandra i en skarningspunkt, kan de
ersattas av kraftresultanten, som ar
kraftsumman med angreppspunkt i
skarningspunkten. Kraftsumman &ar

F= S o ﬁe§
N2 ﬁy 2

y

2(«5+f)e +2 («f 1)

eller

F=100[(v2 +v3Je, +(+2 ~1)e,| N

Angreppspunkten pa den linje som gar genom skarningspunkten P och har
samma riktning som kraftsumman F.



LP 2.17

3
Q

Svar: Tradkrafternaar S

Antag att tradkraftens storlek ar S. Den
totala kraften i punkten A maste vara
noll.
Vi far da for x- och y- komponenten:

1t ScosB-ScosB=0

P

O S=—
2sin 3

Hela systemet pilbage+pil paverkas av
den yttre kraften P bakat i punkten A.
Vansterhanden maste da ge en kraft P
framat i punkten B.

Antag att krafterna i repen ar S., och
Scs- Kraftsumman pa ringen C ar noll.
Vi skriver kraftsummans horisontella
och vertikala komponent:
- ScosB-S., =0
t 1 SgsinfB-mg=0
Den andra ekvationen ger
__Mg
“ sing
Den forsta ekvationen ger da
__mg

S., =———C0S
CA sinB B
mg
och S, =
A tanp



LP 2.18 Krafterna, som har angreppspunkt i ring-
en B, kan adderas till en kraftresultant,
2l som maste vara noll. | komponentform

fas

- Sg.cosB-S;,cosa=0 (1)

11 Sgesinf+S;,sina-mg=0  (2)

Ekv (1) ger
'l
Is CoS
mg. ¥ Sea = COSgSBC 3
et i cosBsina
Insattning i ekv (2) ger %ln +—%> =m 4
giekv(2)g B+ g P =M9 )
sinfcosa +cosBsina
O B B Sgc =Mg (5)
cosa
O sin(B + a)Ss. =mgcosa (6)
cosa
O = 7
¢ sin(B+a) (7)
Men fjaderkraften ar enligt Hookes lag
Sge = KAl (8)

Fjaderns aktuella langd |r,.| bestams med sinussatsen:

[ 21 _ 2sina
sina  sin[rr—(a + )| - Focl = sin(a +B) ©
Forlangningen ar da Al = %ﬂ - 15 (10)
cin(a +B)
Utnyttja nu ekv (8), (10) och (7)
0 2sina L) cosa
dinfa+p) G sinfpra) Y
@sina —sin(a +B) _  cosa
E sin(a +B) %_ sin(,[3+a)m (12)

mg = 2sina —sin(a +p3) "
cosa




LP 2.19

Kraften kan da skrivas

eller

Kraftens riktning sammanfaller med
rymddiagonalen AB som kan skrivas
som en vektor genom att ga omvagen

A-C-0O-B:

r-AB = rAC +rCO +rOB

Mg :(4ey -3e, +2e, )m
eller

re=(24,-3)m

Enhetsvektorn i denna riktning ar

:rAB = 1 2.4 -
oo = “Vavaerol 24
1
:E(2,4,-3)
P =Pe,; :%( 2, 4,-3) N

P= (2ex+ 4ey-3eZ)N

200
V29




LP 2.20

Enhetsvektorn i denna riktning ar

r
e_AC_

2 e V16+25+9

Kraften kan da skrivas

Den totala kraften pa A orsakad av
tradkrafterna ar

S=S,, +S,. =Pe,, +v2Pe,.

Vi bestammer enhetsvektorerna:

fs =15 ~Ta =(4,0,0)a=(0,03)a
=(4,0,-3)a

Enhetsvektorn i denna riktning ar

—Tas _ 1 -
e’*B_IrABI_J16+o+9(4’0’ 3
-1 i
_5(4,0, 3)

fac =Tc =Ty =(4,50)a=(0,03)a

=(4,5,-3)a
1
(4’5"3):ﬁ(4'5"3)

P

S=S,; +Sac :%(4, o,-3)+€(4, 5,-3)

P i
8—5(8,5, 6)

Storleken av denna kraft ar

S:%«/64+25+36=«EP

En enkel alternativ I6sning utnyttjar
figuren har till vanster. Eftersom
traden AB har samma langd 5a som
kanten BC och r,; O r,. maste vinkeln
mellan tradarna vara 45°. Da fas en
enkel geometri for krafttriangeln.
Kraftens storlek bestams med

Pythagoras sats: S = /P? +(2P)* = /5P



LP 221 Kraften har samma riktning som kedjan
S=Pey
Vi bestammer forst enhetsvektorn:

g8 —Is ~Ia
=(0, h,0)~(acosp, asinB,b)
=( -acosp, h-asinB, -b)

Fa

Men h=a och g=30° O

0O J3 1 O
rAB:E_7a, Ea, _bE

Enhetsvektorn i denna riktning ar

= Tas
gl
€ps = e +z2 — (-«@a, a,—2b) O
€ :ﬁ(-«@a, a,—2b)
Kraften kan da skrivas
S=Pe,, :L(-\@a, a,—2b)

2+ a% +b?




Frilagg hylsan C! Frilaggningsfiguren
visar tradkraften, normalkraften N och
tyngdkraften mg som verkar pa ringen.
Vektorsumman av alla dessa krafter ska
vara noll. Normalkraften behover inte
bestammas. Vi valjer da att projicera
krafterna pa stangens riktning. Detta gor
att normalkraften aldrig kommer med i
7a ekvationerna. Eftersom tradkraftens
riktning ar k&nd ur geometrin &ar det bara
beloppet som ska bestammas. Tradkraften
genom C och D skrivs som en vektor
Scp = Sep€eps dar S,y ar beloppet av Sg.
y Bestam forst enhetsvektorerna e, och e,;.

reo =Tp — 1. =(4,0,7)a-(2,2,7/2)a=(2,-2, 7/2)a

_ T :(4,—4,—7)a: (4,-4,-7) 1,
" ) (4,-4,-7)a 16+16+49 o(4=47)
P& samma satt fas
fo=(~4,-4,7)a O e (44 7)a 1(—4 -4,7)

o5 rael  [V16+16 +49 a\

Summan av krafternas komponenter med avseende pa riktningen e, skall
vara noll:
SCDeCD EBAB —mge, @AB =0

| komponentform:

Se 9(4 -4, 7)%(—4,—4,7)—mg(0,0,1)%(—4 -4,7)=0

swé(—la +16 +49))—mg%(0 +0+7)=0



LP 2.24
bz Frilagg ringen D! Frilaggningsfiguren
visar tradkrafterna som verkar pa ringen.
Vektorsumman av alla dessa krafter ska

B vara noll. Detta betyder tre ekvationer, en
& y for varje komponent, och da kan de tre
- obekanta krafternas storlekar bestdmmas.
A S /SDB AC Eftersom krafternas riktningar ar kanda ur
Cm e’D'B/v geometrin ar det bara beloppen som ska
/ED‘A\;} e Soc bestammas. Tradkraften genom t ex D och
D B skrivs som vektor S,; = S g€ps, dar Sy,
X ar beloppetav S,;.
l Bestam forst enhetsvektorerna i krafternas
mg riktningar!
foa =Ta =T =(3,-3,0)a-(0,0,-4)a=(3,-3,4)a
3,-3,4)a (3,-3,4
( ) :( ) — 1 (3,_3’4)
DA| [(3.-3.4)d Jo+9+16 34
P& samma sétt fas
e (-L-12)a_ 1
=(-2,-2,4)a O ez 2% -1,-1,2
or = ) ® ol [1+1+ad 6 SRR
2,4,4
he=(244)a O ez o (2.4.4)2 1(1 2,2)

o] W4+16+164 3

Summan av tradkrafterna S;, =S;€pa: Sps = Sps€os 0Ch Spe = Spe€pe Samt
tyngdkraften —mge, skall bli noll:

SDAeDA + SDBeDB +SDCeDC —mge, =0

| komponentform:
O3 1
EESDA (SDB < SDC =0 (1)
O 3 1 2
S os *g%oc =0 @
04 2 2
ETSDA 0= SDB +to SDc -mg =0 (3)

2o
Addera (1) och (2): %SDB =S¢
peri 943
Insattning i (1) ger Sy = ﬁsm
Inséttning i (3) ger resultatet
mg _9J6mg _9mg

S..=——=: S, = . 0§ =2
DA m DB 34 DC 17




LP 2.26 Kraften P fran handen pa skiftnyckeln
ar ju i sig en kraftresultant till alla de
krafter som verkar pa varje liten del av
kontaktytan mellan hand och nyckel.
Kraftmomentet med avseende pa
punkten O berdknas enligt

Xy

My =r xF
- f 0
Har ér r=(d,0,0) och F= —
(4.0 ;o
Insattning ger
e, e ezP 5
M,=|d 0 ogz(o,o,dﬁ)E
1 V3 0

b) Kraftmomentet med avseende pa z-axeln ar

Mz :MO |}z

Insattning ger

Mz:M @_@ @_@

Detta ar komponenten. Det gar lika bra att svara med vektorn:

Kommentar: Har utnyttjar vi de nya definitionerna mest for att trana pa dem i
ett mycket enkelt fall. Problemet &r ju sa enkelt att man lika garna raknar med
havarm ganger kraft och sedan anger riktningen moturs genom att séatta ut
enhetsvektorn e,.

V3

Havarmen till kraften P &r Td'

Havarmen till y-komposanten av kraften P ar d.

Momentarmen till kraften P ar vektorn r.



LP 2.27 Kraften P har med avseende pa en axel
genom P en havarm d s att kraftmo-
\ mentet blir

\/ 1y Y M, =-dP 1)

) N Detta moment skall betraktas som en

. /(6\ komponent av en vektor s att
\A B
X
. M, )

P Vi véaljer moturs som den positiva
riktningen sa att den 6verensstammer
med z-axelns riktning. Minustecknet
a talar da om att momentet ar medurs.

Motsvarande kraftmoment med
avseende pa en axel genom O blir

M, = —(d —acos ) P (3)
Har valde vi att bestamma havarmen till hela kraften. Alternativt kan man dela

upp kraften i en vertikal och en horisontell komponent och addera de
kraftmoment som de komponenterna ger.

Vi kollar slutligen att sambandsformeln M, =M, +r,, XF galler. HOgerledet av
sambandsformeln blir

(M, + 1o xF), = —dP +[—an x(Psin Be, —PcosBey)]Z = (4)

= —dP +aPcosf = {d —acos B)P (5)

vilket enligt ovan dverensstammer med vansterledet M, enl (3).



LP 2.28

Vi delar forst upp kraften i komposanter,
vars hdavarmar ar lattare att hitta an
havarmen till hela kraften

(M,), =(r xF),

= —(h +bsin B)Psina - (bcos B —a)Pcosa

r = Detta kan ocksa skrivas:

(M,), =[acosa —hsina ~b(cosB cosa +bsing sina )|P

= —[bcos(ﬁ -a)-acosa + hsina]P

Innanfor klammern star alltsa hav-
armen till P, dvs avstandet mellan A
och kraftens verkningslinje. Kan du ur
geometrin se att havarmen ar den
ratta? De tre strackorna i klammern &r
markerade i figuren.




LP 2.29 Kraften delas upp i komposanter.
Kraftmomentet med avseende pa
punkten A &r

y M, =rxF
b )
B - Kraftmomentet med avseende pa en axel
A9 7 L a genom A vinkelrat mot nyckelns plan &r
4 | I
N, < : j ;
X —
> P : Bi (MA)Z _(er)z

=aPsinB -bPcosf

Vi kan aven bestimma kraftmomentet med en determinant:

e e e

X y z
M,=r,xF=| b a 0|=(-bPcosB +aPsin f)e,
-Psin -Pcos 0

Det gar ocksa att svara

Momentet ar (asin 8 -bcos B)P moturs eftersom da riktningen ocksé framgar.



LP 2.30 Den vridande férméagan ar detsamma
som kraftmomentet. Den i figuren hori-
sontella komponenten av kraften P har
en verkningslinje som gar genom punkt-
en O. Den delen av kraften bidrar alltsa
darfor inte till momentet.

Den vertikala kraftkomponenten ar
Pcos B och har hdvarmen r med
avseende pa kugghjulets axel. Den ger
ett kraftmoment rPcos 8 medurs med
avseende pa axeln.

Det fragas efter kraftmomentet med
avseende pa punkten O. | detta fall ar
det detsamma som momentet med
avseende pa axeln, alltsa

M, = -rPcos f3e,

Insattning av givna varden ger

My, = -0.080 [60 E—»?ez Nm

0 Mg =-4.16e, Nm

Kommentar: Néar ar kraftmomentet med avseende pa en axel detsamma som
kraftmomentet med avseende pa en punkt pa axeln?

Kraftmomentet med avseende pa punkten O beraknas enligt M, =r xF.Om
hela denna vektor ligger langs axeln sa ar kraftmomentet med avseende pa
axeln detsamma som kraftmomentet med avseende pa punkten pa axeln.

Om i detta problem kraften hade haft en komposant i z-axelns riktning sa hade
kraftmomentet med avseende pa punkten O fatt en komposant i den negativa
y-riktningen. Kraftmomentet med avseende pa axeln hade daremot inte for-
andrats.



LP 231

Numeriskt varde:

Kraftmomentet M. blir noll for

RcosB-r=0 0O

M, = E).zoo

RcosB-r=0 0O

Avstandet OA ar r. Kraften S har alltsa
en havarm r med avseende pa en axel
genom O. Enligt definitionen

Mg =r xF
fas

Mg = -ISe,

Numeriskt varde:
M, = —0.12 120e, Nm = -14.4e, Nm

Havarmen med avseende pa en axel
genom C kan bestdmmas ur figurens
geometri. Avstandet BC ar detsamma
som avstandet OD minus avstandet OA,
dvs havarmen ar

Rcosf-r
och momentet blir

M. =(RcosB -r)Se,

O
33 -0.12071120e, Nm = 6.38¢, Nm

r
cosfB=—
P R

Detta motsvaras av att kraftens verkningslinje gar genom kontaktpunkten C.

Kommentar:

Enligt sambandsformeln skall galla:

M. =My +15c XS

Kontrollera gérna att den stammer med de bestamda uttrycken pa M. och M_!



LP 2.32 Den vridande férmagan eller kraft-
momentet med avseende pa punkten O
berdknas enligt

My, =r xF

Infor ett koordinatsystem enligt figuren!

Har ar
r =(dcosa, dsina, 0)

- g och
/ F=(-Psinp, —Pcosp,0)

Insattning ger

e

e e

X y z
Mo =|dcosa  dsina  0|=(0,0, Pd(-cosacosp +sinasinp))
-PsinB -Pcosf 0

O M, = Pd(-cosacosf +sinasinp)e,
eller med ett kant trigonometriskt samband

M, = -Pdcos(a +p)e,

| figuren kan man se och identifiera hdvarmen d cos(a +B) till hela kraften.

Numeriskt varde: M, = -2 [0.025c0s60°e, Nm = -0.025e, Nm

Kommentar:

Aven i detta fall kan vi bestimma kraft-
momentet genom att séka upp antingen
havarmarna till den horisontella och
vertikala kraftkomposanten eller ocksa
havarmen r; till hela kraften.

Figuren visar hur man bestimmer detta
avstand mellan O och B.

2 . LT
Den tvastrukna vinkeln ar cl B.

vilket betyder att havarmen ar
los = dcos(a +B)



LP 2.36

Tryckkraften x i stangen ar given.
Antingen bestdammer man havarmen till
hela denna kraft, dvs avstandet mellan
stang och punkten O, eller ocksa delar
man upp kraften i tvd komposanter och
bestammer havarmarna till dessa.

Dela upp kraften i punkten B i tva kom-
posanter enligt figur. Den vertikala kom-
posanten bidrar gj till kraftmomentet,
eftersom verkningslinjen gar genom
punkten O. Da aterstar bara att
bestamma havarmen till den horisontella
komposanten som ar avstandet r.;.
Denna fas med cosinussatsen

e =+/a° +b? —2abcos(6 - ¢)

Moy =15 (PsSing

Vinkeln ¢ bestams med sinussatsen:

sing _ sin(rr- 6) . sing = asin@ M

a b b
: a’sin’g _1 :

cos¢ =+/1-sin’¢ = |1 - 7 T b? -a’sin’@ (2)
Avstandet loe &r e =acosf 3)
D& ar Iz =bcos¢ —acos6 (4)
Insattning av (2) ger r, =+b* —a’sin®6 —acos@ (5)

Kraftmomentets storlek ar da havarm ganger kraft, dvs

M, = (w/b2 -a’sin’6 —acos@)aS'bneP




LP 2.39

Kraftens riktning sammanfaller med

z staget:
2m
\\fA\\\C rAB=(4,4’-7)m
eABl h
Enhetsvektorn i denna riktning ar
Sy r 1
€ = 22 = 4,4 ,-7
H rm " rg| V16 +16 rasl )
1
==(4,4,-7
ol | L(4,4,-7)
X D
r y S aleri
6m A8 /\ Kraften kan da skrivas
4m
\J‘g

S =Seu, :¥( 4, 4,-7)N

=100( 4, 4,-7) N

Kraftmomentet med avseende pa origo O blir

My =rga xS dar 1, =(0,2,7)m

e e e
X y z
M, =1000 2 7|Nm=100(-42, 28, -8) Nm =200(-21, 14, - 4) Nm
4 4 -7

Kraftmomentet ar

M, =200(-21, 14, - 4) Nm




LP 2.40 Kraftmomentet med avseende pa
punkten O berédknas enligt

[Mo =1 %F | ®

r=ro, =(-2,0, 8a) )

Har ar

och
F=Se,; 3

Vi maste alltsa forst bestamma
enhetsvektorn e,;.

Fae =Ts ~la (4)
0 rs =(0,3a,0)—(-a,0,8a)  (5)
O re = (a 3a —8a) (6)

Denna vektor kan ocksa bestimmas genom att i figuren ga fran A till B langs
koordinataxlarna.

N~ _ (a, 3a, - 8a)
Se [ . S1o (a, 3a, - 8a) oo
_(t3-8)_ (L3-8 _ 1 _
=13, 8) Jerz (o) 7 (13-8) (8)
Kraften pa vektorform &r alltsa
F=Sep =%(1, 3,-8) 9)
Inséttning i (1) ger
e, € ¢
S 85 (o4 0 —3) 25
Mo =1 xF = l1 0 _88m_( 24,0, 3)Jﬁ
M, = M, (@, =(-24,0, —3)%[@0, 0,1)= —%



LP 2.44 Tva krafter med samma angreppspunkt
kan ersattas av kraftsumman i samma
punkt. Det ar da kraftresultanten man
bestamt, eftersom kraftmomentet med
avseende pa angreppspunkten inte
forandras. Det ar noll fér bada systemen.

Kraftresultanten kan ocksa forskjutas
langs sin verkningslinje.

Kraftresultantens storlek fds med Pythagoras sats:

F=+L"+D’

Vinkeln med vertikalen ges av
D
tanB=—
P L

Med de givna numeriska vardena fas

F =v/400% +30° N =4/160000 +900 N =+/160900 N

O F=401 N
30 3
tanB=—— O tan=—
A 400 A 40

0 B=4.29°



LP 2.46

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Vilken &r verkan av kraften P (belastningen) i punkten A?
Ansatt i punkten A tva krafter P med motsatta riktningar. Se figur 1!
Identifiera kraftparet och ersatt det med ett kraftparsmoment M, enligt figur 2,
som visar belastningens verkan i punkten A.
Storleken av kraftparsmomentet ar

M, =Pd

Det maximalt tillatna vardet pa M, ar 3200 N.

Det ger den maximala belastningen

d _ 0080m

Svar: Den maximala belastningen &r P =80 kN

Kommentar: Figur 3 vill visa att om man sagar av (frilagger) kroken vid A,
maste man ansatta ett kraftsystem enligt figuren for att den avsagade delen
fortfarande skall vara i jamvikt.



LP 2.54 For att kunna bestamma kraftresultanten,
som vi vet existerar for ett
parallellkraftsystem, behdver man veta
resultanten i nagon punkt t ex origo. For
det givna kraftsystemet ar kraftsumman

F=SF
=(12P -5P =7P =7P 7P -5P)e,
= -19Pe,
1)

Ingen av krafterna kan ge nagot kraftmo-
ment i z-riktningen. Bestdm nu varje
krafts kraftmoment, forst med avseende
pa x-riktningen och sedan med
avseende pa y-riktningen. Alternativt
berdknas varje kraftmoment med en
determinant.

Kraftmomentet med avseende pa O

My =31, xF =(12P [@-7P [2a -12P Ba)e, + (7P [b —12P [2b +12P [3b)e,
= -38Pae, +19Phe, )

F och M, bildar tillsammans resultanteni O.

Ersatt nu det givna kraftsystemet med en kraftresultant. Denna kraftresultant ar
lika med kraftsumman F, som redan bestamts. Antag att dess angreppspunkt &r

r= (x, Y, z). Kraftresultanten ska vara ekvimoment med det givna systemet och

da maste den ge lika kraftmoment med avseende pa origo som det givna
kraftsystemet. Ekvationen blir

gF = Mo 3)

nya givna

X y z
X y z = (-38Pa, 19Ph, 0) (4)
0 0 -19P

-y [19P = -38Pa

Exﬂnglgpb Xx=b; y=2a; zobestamd (5)

Kraftresultanten ar F =-19Pe,
med verkningslinjen X=Db; y=2a; zobestamd



LP 2.62 Dela upp kraften vid A i tva komposante
en horisontell och en vertikal.

P
y m Vi berdknar kraftsumman:
***** wil

| M, F=3F =-3Pe, —Pcospfe, +Psinfe,
a |
| 0 F=(-Pcosp, Psin3-3P,0)
N Vinkeln S &r given B =30°,

- g ——>

|
i

_ 043 5 0O
S
v 3P

Kraftmomentet i origo O bestadms enligt den allménna formeln

Mo =3r xR +3C,
déar den sista termen star for kraftparsmomenten.

Har kan krafternas moment beraknas som havarm ganger kraft. Riktningen ges av
hogerregeln och vi far

M, =(2aPsinB+aPcosB-aBP)e, - Mg,

B=30°0 Mo:%-\?—ZEDa—Mléez

Resultanten i origo ar alltsa

13

048 5 0O _ _
T 2 H Mty

0 0
ZEFa - M, &,
u
b) Kraftresultanten finns eftersom FOM,. Antag att kraftresultanten har en

angreppspunkt som ges av lagevektorn r = (x, Y, z). Om det givna kraftsystemet

ersatts av kraftresultanten maste kraftmomentet med avseende pa origo anda bli
detsamma:

e, € ¢ 0-zP =0
>op O OY3 0

0 0
X y z|—=,0, -2Pa-M, O 0 0=0 O
V3 5 o0 782 - H-xP = 3Pa
x =3a; z=0; y obestamd

Kraftresultanten ar F = -Pe, med en angreppspunkt som ligger pa den rata linjen
x =3a; z=0; y obestamd.



LP 2.65 Kraftresultanten &r alltid samma vektor
LY som kraftsumman. | ett problem dar
kraftresultanten efterfragas skall alltsa des
3P angreppspunkt bestammas.
53 4p Kraftsumman bestams enligt:

\j

F=3%F =4Pe, +Pe, —Pe, +3Pe,

O 0 F=4pe, +3Pe,
4a

3Pa | vilken punkt skall denna kraft angripa fo
att kraftmomentet i nagon punkt t ex orig

o) X ska bli detsamma som for det givna

- kraftsystemet? Kraftresultanten blir i sa fa
Py ekvimoment med det givna kraftsystemet

Vi beraknar kraftmomentet med avseende pa origo for det givna kraftsystemet:
Mo =3r xR +3C,
déar den sista termen star for kraftparsmomenten.
| stéllet for med determinanter bestams kryssprodukterna som havarm ganger
kraft. Riktningen ges av hogerregeln och vi far
M, =(-4a @P —5a [P)e, + 3Pae,
[ M, = —18Pae,

Antag att kraftresultanten har en angreppspunkt som ges av lagevektorn
r =(x,y, z). Om det givna kraftsystemet erstts av kraftresultanten maste
kraftmomentet med avseende pa origo vara detsamma:

rxkF =M,
e, e e 5—32P =0
x y z|P=(0,0,-18Pa) O 0 4z=0 0
4 3 0 H3x - 4y)P = -18Pa

y:%(3x +18a); z=0

Kraftresultanten ar F = 4Pe, +3Pe, med en angreppspunkt som ligger pa den rata

linjen y :%(3x +18a); z=0.



LP 2.67
Z bl
P z
a_
i c
o O ZPTAJ
‘//* y
f/x x’/

For det givna kraftsystemet ar kraft-
summan

F=3%F =3Pe, +Pe, +2Pe,
eller
F=(3, 1, 2)P

Vid bestdmning av kraftmomentet med
avseende pa A kan man ténka sig ett
koordinatsystem Ax'y'z'med origoi A.

Kraften P ger bara moment kring x'-
axeln eftersom den ar parallell med y'-
axeln och verkningslinjen skar z'-axeln.

Kraften 3P ger bara moment kring z'-
axeln eftersom den &r parallell med x'-
axeln och verkningslinjen skar y'-axeln.

Kraften 2P ger bara moment kring y'-
axeln eftersom den ar parallell med z'-
axeln och verkningslinjen skar x'-axeln.

Om angreppspunkterna ar Q, sa blir kraftmomentet med avseende pa A

My=3 Faq, * F
Resultanten i punkten A ar alltsa

F=(3, 1, 2)P

-P [de, —2P [de, +3P [Ge,

M, =(-c,—2a, 3b)P

Kraftresultant existerar om

FOM, =0.

Skalarprodukten ar har FIM,, =(3, 1, 2)

P [{-c,-2a, 3b)P

FIM, =(-3c-2a+6b)P’

Kraftresultanten existerar alltsd om -3c -

2a+6b =0.



LP 2.68 For det givna kraftsystemet ar kraft-

summan
z
P b F=3%F =3Pe, +Pe, +2Pe,
a_~, eller
| F=(3, 1, 2)P
| 1 ’
} c
|
3p 1 o ?Fj ~ _'f‘ Vid bestdmning av kraftmomentet med
/ y avseende pa O kan noteras att
’/x kraften P ger bara moment kring x-

axeln eftersom den ar parallell med y-
axeln och verkningslinjen skar z-axeln.

Kraften 3P ger inget med avseende pa
O verkningslinjen gar genom O.

Kraften 2P ger inget moment med
avseende pa z-axeln eftersom den ar
parallell med z-axeln.

Kraftmomentet med avseende pa O blir.

M, =5, xF, =(2P DB -P [@)e, - 2P [ae,

Resultanten i punkten O &r alltsa

F=(3, 1, 2)P
M, =((2b -c)P,-2P (&, 0)

Antag att kraftsumman F angriper i en punkt med lagevektorn r = (x, Y, z).

For att kraftsumman skall kunna ersétta alla krafter maste den ge samma
moment som de ursprungliga krafterna.

Mg =rxF
e, € e (2y-z)P=2b-c
x y z|P=(2b-c,~2a,0) (3z-2x)P = -2a

3 1 2 (x-3y)P=0



LP 271 Tradkrafterna bildar ett stralkraftsystem,
z g \ eftersom alla verkningslinjer har en skar-
B

A ningspunkti A.
S, 4a- "
\ al -~ For att kunna vektoraddera krafterna
D ¥ T 1 maste vi skriva dem som vektorer.
l o Bestam forst enhetsvektorerna i verk-
4a | -7 ningslinjernas riktningar!

: = eAD eAB
/O o \ Ly ~r, =(1,0,4)a-(0,8,0)a
i

x  6a e A =(1-8,4)a
g C — Vo _ (1,—8,4)&
3A/(> €0 |rAD| ‘(1,—8,4)8.‘
_ (-84 1,
“livear1s ol o
Pa samma satt fas

a_(-1-21) _(-1-21) 1

— Tas :(_4’_8'4) = = =_— (4 -
%5 Il (-4,-8,4)a [-1,-2,1)] Vi+4+1 «@( L=21)
e _(0,-8-6a_(0-4-3) _ 1 ol
" el (0.-8,-6)a [(0,-4,-3)] «/16+9(0’ 4-8)=5(0-4-3)
Kraftsumman ar
F=3F =5, +S5, +S; =S€xp 5,85 +5:€4c
1
0 F=9P%(1,—8,4)+3£P%(—1,—2,1)+10PG;-(o,—4,—3)
0 F=(1-8,4)P+(-3,-6,3)P+(0,-8,-6)P
0 F=(-2,-22,1)P

Eftersom kraftmomentet i A &r noll for stralkraftsystemet bestar resultanten i
denna punkt av enbart kraftsumman F = (—2, —22,1)P. Kraftresultantens verk-
ningslinje gar genom punkten A.

b) Kraftmomentet i punkten B fas enklast med sambandsformeln

Mg =M, +r;, XF
Insattning ger

e e e

X y z
M,=0+4 8 —4Pa=(-80,4, -72)Pa
2 22 1

Resultanten i punkten B & F=(-2,-22,1)P ; M, =(-80, 4, —72)Pa




