LOSNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 5

LP5.1 Frilagg kurvbagen fran den vertikala
stangen!

Vi borjar med att i figuren satta ut
tyngdkraften, som antas vara mg.
Masscentrums avstand fran stangen
2r/mt, dar r ar radien, antas har vara
kant. Vi har alltsa infort tva storheter r
och m, som inte &r givna.

Infor kontaktkrafterna! Vid B finns
ingen friktionskraft.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kurvbagen bildar ett nollsystem, dvs att
kraftsumman &ar nollvektorn och kraft-
momentet med avseende pa nagon
punkt ar nollvektorn:

1)

)

mg Dz—r -N2r=0 3)
m

Ekv (2) och (3) ger f=mg 4
m
m

Friktionsvillkoret ar f<uN (6)

Insattning ger mg < um—r? U u=rr

Svaret ar dimensionsriktigt eftersom friktionstalet, som ar ett forhallande
mellan tva krafter, har dimensionen 1 (ar dimensionslost).

Ar friktionstalet u orimligt stort? Aven om u i de flesta fall fér ndgorlunda
slata ytor oftast ar mindre an 1, finns det ingen grans for hur stort det kan vara.
Problemet &r ju ocksa sa formulerat att svaret ger vilket friktionstal som kréavs,
oberoende av om det finns sa stora friktionstal eller inte.

Alternativ l16sning: Kurvbagen ar en trekraftskropp. Kraftsystemet maste vara
ett stralkraftsystem. Verkningslinjen for kontaktkraften i A maste alltsa ga
. f 2r
enom punkten C (se figur!): tana=) —=——=
genom p (se figurl): ) N2/



LP 5.2 Frilagg kuben fran den vertikala glatta
vaggen och det strava golvet!

Vi borjar med att i figuren satta ut
tyngdkraften, som antas vara mg.
Kubens kantlangd antas vara d. Vi har
alltsa infort tva storheter d och m, som
inte &r givna i texten.

Infor kontaktkrafterna! Vid A finns
ingen friktionskraft.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kuben bildar ett nollsystem, dvs bade
kraftsumman och kraftmomentet med
avseende pa nagon punkt ar noll.

Vi betraktar grénsfallet mot glidning da lutningsvinkeln ar 30°. Vinkeln mellan
linjen BG och horisontalplanet &r da 30° + 45°.

Jamvikt for den frilagda kuben fordrar:

- N,-f=0 1)
t ¢ N-mg=0 (@)
*B): mg E—Id—cos75° -N ﬁ =0 (3)
; 'z 1=
Ekv (3) och (1) ger
2mg
f =——=cos75° 4
N (4)
Ekv (1) ger N =mg (5)
Friktionsvillkoret ar f<uN (6)

Vid gransfallet mot glidning fas

2mg
2 60s75° = umg [ =+/2c0s75°
5 pmg 7

Kommentar:
Svaret ar dimensionsriktigt. En trigonometrisk funktion har dimensionen ett.
Svarets ndrmevarde ar p = 0.36 och verkar erfarenhetsmassigt rimligt?

Alternativ 16sning: Kuben ar en trekraftskropp. Kraftsystemet maste vara ett
stralkraftsystem. Verkningslinjen for kontaktkraften i B maste alltsa ga genom

i cos75

i:‘/i—: 2cos75
N d

2

punkten C (se figur!):  (tana =)



LP 5.3 Frilagg kabelrullen fran underlaget och
kabeln! Infor motsvarande krafter f, N

och S.

Jamvikt fordrar att kraftsystemet pa
kabelrullen bildar ett nollsystem, dvs
bade kraftsumman och kraftmomentet
med avseende pa nagon punkt &r noll.

Jamvikt for den frilagda kabelrullen
fordrar:

- —fcosB+NsinB-S =0 1)
t : NcosB+fsinB-mg =0 @)
G: SO-fR=0 (3)
R
Ekv (3) ger S :?f 4)
Insattning i ekv (1) ger —-fcosB+Nsinf —?f =0 (5)
0 N=REreosfy (6)
rsin3
Insattning i ekv (2) ger C(_)Sﬂ R +cosBDf +fsin 3 =mg (7)
sinB Ur O
0 f = mgrsin 8 ()
r+Rcosp
B N:R+rcosB —_— S:ngsm/S’
r+Rcosf r+Rcosf
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)

mgrsin 8 <, Rt rcosp

Vid gransfallet mot glidning fas alltsa <
r+Rcosp r+Rcosf

rsinf
“ R+rcosp

Det finns andra satt att [6sa problemet. Tre momentekvationer med avseende
pa B, D och skarningspunkten till krafterna S och f ger krafterna utan att ett
ekvationssystem behdver l6sas. Observera att kontaktkraftens verkningslinje
maste ga genom A. Det ger direkt friktionstalet!



LP 54 Frilagg kropparna fran lina och kontakt-
ytor! Infér motsvarande krafter S, f och
N.

Trissorna ar latta och lattrorliga. Det
betyder att tradkraften ar lika pa bada
sidor om varje trissa. Det foljer av
momentekvationen med avseende pa
centrumaxeln for varje trissa.

Jamvikt for kropp B fordrar

t 1 385-mgg =0 @)
o s=Tsd
3
t: N-m,g=0 3)
O f:mgg och N =m,g
Friktionsvillkoret &r f<uN 4)
Vid gransfallet mot glidning fas alltsa
M0 o 'm 0 > _Me
3 = HMAY H= 3m,



LP 5.5 Frilagg ladan fran rep och kontaktyta!
Infér motsvarande krafter S, f och N.

Jamvikt for ladan fordrar

- . =ScospB+f =0 @D)]

f t : SsinB+N-mg=0 (2)

ng

Vid glidning ar friktionskraften fullt utbildad (maximal)
f = uN 3)

Séatt in detta i ekv (1). For att bestamma kraften S eliminerar vi sedan N genom
att multiplicera ekv (1) med u och dra den fran ekv (2):

-ScosfB+ uN =0 0 0 SsinB+S 0
sin cosf - =
uSsin B+ uN — umg :OE a P B~ umg

0 g = KMy
usin+cosp




Frilagg hallaren fran kontaktytornal!
Infor motsvarande krafter N, f och N;.
Hallaren antas vara latt jamfort med
tyngden P.

Jamvikt for hallaren fordrar

= Ng—-f=0 (1)
1 N-P=0 )
A Ng-Pb+c)=0 (3)
Detta betyder att
N=P (4)
b+c
f="" 5
5 ()
Friktionsvillkoret ar f<uN (6)
Vid gransfallet mot glidning fas alltsa
b+c b+c
~——P<uP O >——
a K H=74

Kommentar: Hallaren ar en trekraftskropp. Kontaktkraften i A maste ha en
verkningslinje som gar genom C. Det ger en geometrisk 16sning for gransfallet
mot glidning:



Frilagg bade traktorn och stdngen!
Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa varje kropp
med avseende pa vilken punkt som
helst &r nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem ar plant och da kan
villkoret for varje kropp skrivas:

[F =0

X

F, =0 @
M, =0

Dela upp kraften S i en horisontell och en vertikal komponent.

Stangen YO):  Ssina cosB —Scosa dsinB +mg %cosﬁ =0 3)
0 = % ()

Den dragkraften maste traktorn klara av att ge.
Traktorn - . f-=Scosa =0 (5)
t : N-Mg+Ssina =0 (6)
Den maximala friktionskraften ar f = uN (7)
Ekv(6) ger N = Mg -Ssina (8)
Ekv(b) ger f =Scosa 9

Om resultatet (4) satts in far vi

_ mgcos Bsina _mgcospfcosa
N=Mg-—7F—-- R
2sin(B-0a) 2sin(B-a)
Insattning i (7) ger
)= f_ mgcos Scosa

N~ 2sin(B - a)Mg —mgcosBsina

mcos Scosa
0 p=—— .
2Msin(B - a)-mcosBsina




LP 5.8

Traktorn har konstant hastighet sa att
den befinner sig i jamvikt. Vi frilagger
den forst fran underlaget och infor
motsvarande kontaktkrafter.

Friktionskraften vid framhjulen &r noll.
Hjulet rullar ju fritt och kraftmomentet
med avseende pa ett framhjuls axel
skulle annars inte vara noll.

Friktionskraften vid bakhjulen ar inte
noll. Kraftmomentet med avseende pa
ett bakhjuls blir noll eftersom det ocksa
finns ett drivande kraftparsmoment vid
axeln.

Jamvikt fordrar att resultanten till hela kraftsystemet pa traktorn med avseende
pa vilken punkt som helst ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan villkoret for kroppen skrivas:

0
&, =0 0

Insattning ger

t 1 N+N,-mg=0 (4)
‘A N,Ob+c)-mgd+PH=0 (5)
mgb — Ph
Ekv (5) ger N, :ng N, = 21 kN

Ekvation (4) ger normalkraften pa bakhjulen

N :mgc+Ph
b+c

N =19 kN

Men varfor ar friktionstalet givet? Jo, man kan kontrollera att friktionskraften
verkligen kan matcha kraften P. Den maximala friktionskraften & f = uN =10 kN
sa att traktorn klarar verkligen att dra lasten.



LP 5.11

Antag att cylindern roterar medurs.
Observera att friktionskraften som
kravs ar f. Den ar alltsa given och far
ingd i svaret.

Frilagg armen! Jamvikt fordrar att
resultanten till hela kraftsystemet pa
armen med avseende pa vilken punkt
som helst ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret for kroppen skrivas:

T, =

EEQ = @
I O finns en reaktionskraft som ej efterfragas. Egentligen soker vi bara en enda

kraft, dragkraften P. Enda sattet att eliminera kraften i O fran rdkningarna ar att
stalla upp momentekvationen med avseende pa en axel genom denna punkt:

armen OA O) : NDb-fr-a)-P{c-a)=0 3)

Vi utnyttjar nu ocksa att friktionskraften ar fullt utbildad vid glidning f = uN,
eller eftersom kraften f ar kand, N = f/u.

Inséttning ger

%Eﬂ)—f[ﬂr—a)=P[ﬂc—a) O (4)

_b-py(r-a)
P="——/f 5
uc-2a) )

Men cylinderns rotationsriktning ar inte kdnd. Om den roterar moturs skulle
friktionskraften ha motsatt riktning. Tecknet framfor mittentermen f [fr - a) i
ekv(3) skulle da vara plus. Ett fullstandigt svar ar

ID:btu(r—a)]c

plustecken géaller moturs rotation
H(c-a)




LP 5.12 Frilagg vinkelarmen och ladan och
infor motsvarande kontaktkrafter!
Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa varje kropp
med avseende pa vilken punkt som
helst &r nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem ar plant och da kan
villkoret for varje kropp skrivas:

[F =0

X

F, =0 )
M, =0
For armen stéller vi bara upp momentekvationen med avseende pa B, eftersom

den ointressanta reaktionskraften i B kommer att ingd i alla andra jamvikts-
ekvationer.

Armen *B:  N(b+a)-f@B-FB=0 (3)
Ladan / : N, =N -mgcosB =0 4)
~ f,+f-mgsinB =0 (5)

Friktionsvillkoren &r f < uN och f, < uN,.

Vid gransfallet mot glidning galler f = uN och f, = uN, (6)
Insattning i ekv (5) ger UN, + uUN —mgsin3 =0 (7)
Multiplicera ekv (4) med —u! —UN; + uN +mgucosfB =0 (8)

Addera ekv (7) och (8)!

Resultatet ar 2UN —mgsin 3 +mgucos 8 =0

sinf3— /JcosBmg
2

mg f = uN =

N :sm,B;ucos,B

Inséttning i ekv (3) ger
I:1:Ef_b+a|\I l:l:sm,B—/,lcos,Bm C_S|nB—ucosBmg(b+a)
b b 2b 2 b

m :
F= 2_::)(& +b — puc)(pcos B —sin p)



LP 5.15 Frilagg skivan fran trissa och underlag!

Skivans tyngd ar mg. Vid kontaktytan
mot den lattrérliga trissan finns bara en
normalkraft N,.Vid B verkar bade kon-
taktkraften och dragkraften P. Vi utgar
fran att denna dragkraft ar riktad at
hoger.

Jamvikt for den frilagda skivan fordrar:

- P-=-f+N;sin=0 1)

t : N+N;cosf-mg=0 (2

*B: mgbacosB-N,Ba=0 3)

Ekv (3) ger normalkraften N, = gmg cosp 4)
g _0_5 o

Ekv (2) ger da normalkraften N = Sl 3 cos Ba'ng (5)

Ekv (1) ger da friktionskraften f=P + g mgsin Bcos 8 (6)

Vid gransfallet mot glidning ar friktionskraften maximal, dvs

f=f =uN= ugl —gcos2 ,BETng (7)

Vid jamvikt maste denna friktionskraft vara den som ges av ekv (6). Det ger
ekvationen

P+§mgsin[3cosﬁ=ugl—gcos2 BEP"Q (8)

0 P= axgl—gcosz Bg-gsinﬁcosﬁ%ﬂg

Kommentar:

Vi har har utgatt fran att det verkligen kravs en kraft P at hoger for att skivan
ska borja rora sig. Det betyder att vi forutsatter att friktionstalet u ar tillrackligt
stort. Det minsta friktionstal for vilket |6sningen galler ar det varde som ger

P =0 i svaret. Om friktionstalet &r mindre kravs ju en yttre kraft at vanster for
att skivan ska vara i jamvikt. Okas denna kraft at vanster sa stérs jamvikten vid
ett annat varde pa den yttre kraften.



LP 5.19 Frilagg kloten! De tva tyngdkrafterna
balanseras vid jamvikt av de tre kontakt-
krafterna. Vid kontaktstéallet C mellan de
bada kloten utnyttjas Newtons tredje lag,
lagen om verkan och motverkan.

Antalet obekanta krafter ar sex, dvs lika
manga som antalet jamviktsekvationer
som kan stallas upp.

Dessutom soker vi det speciella friktions-
tal som gor att jamvikten stors av att
glidning intraffar. Denna obekanta
storhet ges av friktionsvillkoret.

Vi gor har for dvningens skull en l6sning
med enbart momentekvationer.

Jamvikt for det frilagda systemet fordrar:

Undre klotet: A R (R=0 (1)
Ovre klotet: B KIR-f,R=0 2)

Dessa ekvationer ger att friktionskrafterna ar lika stora och vi kan darfor slappa
index i den foljande 16sningen:

f1:f2:f3Ef (3)
Hela systemet *O: f BR+f BR-mgMR+3 =0 (4)
O f= ﬁmg (5)
6
Undre klotet:; . (mg-N,) [-Bzﬁ +1f) GSZ—R =0 (6)
Ovre klotet; *Or  (-mg +N,)R3+f,BR=0 7)
Ovre Kklotet: *C:  (-mg+N,) [—Bzﬁ + 1, 2R =0 (8)
3
Ekv (6) och (5) ger N, = Emg
Ekv (7) och (8), som ser likadana ut ger N, = %mg N, = %mg

Friktionsvillkoret &r [f|< p|N|. Vid jamvikt maste villkoret gélla vid alla
kontaktstéllen. Eftersom friktionskrafterna ar lika stora héar stors jamvikten
lattast dar normalkraften ar minst:



LP 5.20 Frilagg den rorliga delen av tvingen!
Den paverkas forst av en lika stor kraft
N P som ocksa pressar ihop det som skall

; L al— l limmas. Koraften vill vrida den frilagda
1 = ~+_ kroppen sa att kontakt med den andra

B A b fixa delen i forsta hand upptrader i A

f, { ‘ T och B. Infér kontaktkrafterna i dessa

N, d punkter enligt figuren!
P Jamvikt for den frilagda delen fordrar:
- —-f+P -1, =0 (1)
° . t o N,-N,=0 )
P

*Av PE-N,@A+f B=0 (3)

Ekv (2) visar att normalkrafterna N, och N, ar lika: N, =N, =N
Vid fullt utbildad friktion maste friktionskrafterna alltsa ocksa vara lika stora:

f, = uN, f, = N, O fi=f,=f=uN
Om detta infores i (1) och (3) fas

P =2f

PLd—-Na+fb=0 DPm—Na+gb=O

Friktionsvillkoren ar f, < uN, och f, < uN,.

f Pa

> — > O 2d +b) =

H N H 2Pd + Pb /1( ) 4
U dgi_g
2U 2



LP 5.23 Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa kroppen med
avseende pa vilken punkt som helst
ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret skrivas:

[F =

X

F, = 2)
O, =

Om hela ekipaget frilaggs fran underlaget och motsvarande kontaktkrafter infors i
figuren far vi ekvationssystemet

~~: f-mgsin3=0 3)
\: N+N,-mgcosB =0 (4)
*A) © N,[@+mgsinBh-mgcosBH =0 (5)

Normalkrafterna och friktionskraften fas enkelt:

f =mgsin (6)
N, :%(bcosﬁ—hsin B)mg (7)
b0 h . 0O
N=pl-— +— 8
% aDcosﬁ asm ,B%ng (8)
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)

Vid gransfallet mot glidning fas alltsa

sinf _ bo, h
S[_bmcos'g+hsinﬁ_u [ tanB = u% + tanBE
all a
_ = - _ H(a-b)
(a—ph)tan B = p(a—h) 0 tanp=""- T

Om b Okar minskar S.



LP 5.26

Jamvikt fordrar att resultanten till
hela kraftsystemet pa kroppen med
avseende pa vilken punkt som helst
ar nollvektorn:

F=0; M=0 (1)

Detta problem &r plant och da kan
villkoret skrivas:

F =

X

F, = 2)
O, =

Om kroppen frilaggs fran underlaget och motsvarande kontaktkraft infors i
figuren far vi ekvationssystemet

- P-f=0 (3)
t: N-mg=0 4)
A mggsinﬁ—P(R+RsinB):0 (5)

Kontaktkraftens komponenter fas alltsd enkelt direkt ur (3) och (4):

f=P (6)

N =mg (7)

Vridningsvinkeln B bestams ur (5): sinfB = _ P (8)
' 4mg - 37P

Detta ar vridningsvinkeln om friktionskraften klarar att balansera P.
Friktionsvillkoret ar f<uN 9)
Vid gransfallet mot glidning fas alltsa P = umg

3

O sinB:4_37w

Kommentar: Resultatet fas direkt om man inser att cylindern ar en trekraftskropp.
Kontaktkraftens verkningslinje maste alltsd ga genom P. Geometrin ger da

3mu

=tana =
H 4 -3mu




