LOSNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 6

LP 6.1 Accelerationen soks. Vi utnyttjar
definitionerna av
o S . _ dx
S/ hastighet: X=—
W/ g at
R och
1 X acceleration: X = dx
dt
Har ar laget x en funktion av tiden.
X = a+bt* +ct® O
Xx=0+2bt +3ct>* [
X = 2b +2 [3ct 0 X = 2b +6¢t
LP 6.2
Vi utnyttjar definitionerna pa
© * hastighet: X = dx
| ‘ dt
: } och
| :
| acceleration: X = dx

| dt

Hastigheten fas genom integrering av accelerationen. Laget fas genom integrering
av hastigheten. De undre integrationsgranserna bestams av

begynnelsevillkoret: t=0 0

Vi integrerar har varje term for sig:
X =k +pt 0

>'<—v:k(t—0)+1pt2—0 O X:v+kt+%pt2 O

x—d=vt- 0+2kt2 0+—§Lpt3—

1 1

O x =d+vt + =kt* +=pt®
2 6

Kontrollera resultatet genom att deriveral!



LP 6.3 Begynnelsevillkoret ar givet:

X=0

Accelerationen (=tyngdaccelerationen g)
ar ocksa given. Hastigheten fas genom

: h att utnyttja definitionen pa acceleration:
X 4o Lofo Lk . _ dx
3 " X=E —
dt

Vi utnyttjar begynnelsevillkoret vid

. B integreringen:

x=gt+0
1 .
Xx==gt° +0
29

x =h gertidpunkten t, = %h och sluthastigheten v, = gt, =.,/2gh .

Stenarna ror sig pad samma satt. Tidsintervallet mellan plasken ar darforr.

Sluthastigheten ar VvV, =4/2gh

LP 6.4 Om hastigheten ar given kan acceleratio-
nen fas med derivering. Laget fas med

o) X integrering och da behovs ocksa en inte-

grationskonstant. Begynnelsevillkoret ar:

t=0 x=0

a) Accelerationen fas genom att utnyttja
definitionen av acceleration:

X=— 0 x=kt>+ct 0O X =2kt +¢

b) Laget fas genom att utnyttja definitionen pa hastighet x = %

x=kt* +ct O x:—ékt3+%ct2 +0




LP 6.5

Station
-d s
T
(@] X

Det kan vara naturligt att studera vagnens och tagets rorelse var for sig. Vi lagger
origo vid stationen, betecknar tagets fart v, och antar att vagnens acceleration ar
X = —a. Tagets x-koordinat fas enkelt i den hogra kolumnen men varken farten v,
eller tiden t, da vagnen nar stationen ar kanda.

Vagn

1
1
: Tag
1
1
X=-a : X=0
X = —at +Vv, : X =V,
1
1 = -
x:—lat2+v0t—d ; X =Vt~ d
2 . X; =V, t, —d
. 1
x=0 U —at, +v, =0 I
1
_ 1 _n
x=0 0O -—at® +v,t—-d =0 |
2 |
1
tlzﬁ [l :
a 1
1
1oov O, VO :
2300 TV 970 O
V2 :
o= O v,/ =2ad O
2a 1
V2 1
— "0 = 1
O vt =——=2d 0 x,=2d-d=d

Betydligt enklare blir Idsningen om man forst studerar hastighet-tid-diagrammet
for rorelserna.

Hastighet

tag Vagnen bromsas med konstant accele-
Vo ration. Hastigheten avtar da réatlinjigt.
Tagets hastighet ar konstant.

Arean under hastighetskurvorna ar
vagn detsamma som strackan. Taget har
Tig darfor kommit dubbelt sa langt nar
vagnen nar stationen.




LP 6.6 Accelerationen ar given: x = —ug.

VO
— D Hastigheten fas genom integrering av
. _ accelerationen. Laget fas genom integre-
d ] ring av hastigheten. De undre integra-

tionsgranserna bestams av
begynnelsevillkoret: t=0 0.

Vi lagger alltsa origo i den punkt dar stenen &r vid t =0. Vi far

X = —Lg 0
X =V, = —ug(t —0) 0 X=V,—pgt O
[l

x-0 :vo(t—O)—%ugt2 -0g

O X =v0t—%ugt2

Med vart val av origo motsvaras glidstrackan av lageskoordinaten da hastigheten
ar noll. Denna tidpunkt kallas t,

. Y
(x=)vo-mgt, =0 O 1=/1_09
Laget vid denna tidpunkt ar da
1 Ov,0 1 Ov, O
X1:Vot1‘EH9t12 O X, =V, ;E_E“g OgE O
)(l:V_OZ_V_O2 ] X1:V_02 0 d:VO2
Hg  2ug 219 219

Detta ar en onodigt kranglig metod som i ett allmannare fall blir médosam.

Det galler har i stallet att inse att tiden ar helt ointressant. Den finns inte pa nagot
satt med i problemformuleringen. Vi sdker ju i princip laget som funktion av
hastigheten. Med beteckningen x =v kan accelerationen skrivas

. dv dvdx dv
X - —_— :V—
dt dx dt dx

Alltsa, 16sningen blir

vd—\)i =-ug U vdv = —ugdx [ }vdv = }—ugdx 0
Vo 0
VARV
————=—pgx =0
5~y = ~Hex ~(-0)
2
Laget da hastigheten v =0 ar da X, = Vo



A B B A
P S
- d ‘ - d
i
@) X

Vi betraktar forst bilarnas rorelser var for sig. Vi lagger origo dar den bakre bilen ar

vid omkaorningens borjan. Omkaérningen antas vara avslutad efter tiden t,.

A B
X, =a Xz =0
X, =at +v, Xg =V,
xA:%at2+vot+O Xg = Vot +d
X, =Vt —d

Vid tiden t =t, galler alltsa x, —x, =d. Insattning ger

1 1 4d

Eatl2 +vt, —v,t, —d=d O Eatl2 =2d O t = - O
_1 do 4d _ d

(*a)iet, = 580,00 Yoy, O (Xa),, =2d+2v, \E

Nagot enklare blir Il6sningen om man studerar den relativa rérelsen, den
omkdrande bilens rorelse relativt den omkérda.

. _ 0
Hastighet (Xrel )A :

vetat, [~ T T T T T 2 (Xm) L =at 0

1
(XreI)A :Eatz -d

(Xw), =d ger %atl2 =2d

° A har kort strackan 2d langre an B.
Denna stracka motsvaras av triangel-
arean i diagrammet. Da tiden t, alltsa

Tid dr kénd kan den totala stréackan for A

t ocksa bestammas ur diagrammet.




LP 6.8 Accelerationen ar given:

X c - _
% ; % =-g.

Begynnelsevillkoret ar

L X=h

X t=0 0
-th X =V
Bade hastigheten och laget fas genom
integrering. Begynnelsevillkoret ger
integrationskonstanterna

X=-g
O -
X =-gt+v,
X = —Egt2 +v,t +h
2
Vid vilken tidpunkt intraffar vandlaget? x=0gert = %

Insattes detta fas laget eller den maximala hojden

1 Ov,0 Oy,0
Xl:_EgBEOE +VOE§OE+h 0 X, = g +h

Vid vilken tidpunkt nar hissen botten laget?

x =0 ger —%gt22+v0t2+h =0 0O tzz—%tz—%hhzo O
tzzhi V_02+2_gh
g \Vg° ¢

Satt in detta i hastighetsuttrycket x = —gt +v,,!

2 U
X, = —gé%o + /\;LZ +2992h tv, O x,=—v,° +2gh
U U

Pa uppvégen liksom nervégen &r farten v, vid x = h. Hastighetstillskottet efter
fritt fall fran hojden h &ar /2gh.

. : . . v
Alternativt utnyttjas att accelerationen kan skrivas vj— =—g O
X
2 2

fvdv =-fgdx O V?—\%:Oﬂ;h O v=#v, +2gh



LP 6.9 Hastigheten ar given:

XSV = vl(l —e‘k‘)

Vi utnyttjar definitionerna av
- X . .
hastighet: X = dx
dt
och
. . _dx
acceleration: X = at
a) Accelerationen fas genom tidsderivering:
. _dv i} -
X= = -v,(—k)e™ = kv,e™

b) Laget fas med integrering. Begynnelsevillkoret ar: t=0, x=0.

dx _ x t _ V, D)
a:vl(l—ekt) 0 {dngvl(l—ek‘)dt 0 x—0:§/1t+?1e "‘%

x:vl§+%(e‘kt —O)E 0 x:v1§+%e‘k‘g

LP 6.10 Begynnelsevillkoret &r givet

x=0
t=0 %(
= V0
T ﬁ—x Under tidsintervallet (0,7) &r hastig-
O0—0 heten konstant:
- »

x=v, O x=vit O (X)_ =V,

«—d

Efter denna tid ar retardationen

konstant:
X=-r [
Vid t=t & x=d O d:—%(tl—r)2+vo(t1—r)+vor O
d= ——;(t1 —1)" + vt

Om reaktionstiden ar 7 =t, sa blir avstandet d = v,t,

T - . rt,’
Om reaktionstiden &r 7 =0 sa blir avstandet d = _Tl +V,t,



LP 6.11 Hylsans lage ges av koordinaten
x =2T[acosd (1)

Hastigheten blir

5 I
' =— (2 0) =
X dt( acos6)

> ~2asin® a‘iff =2asind@®  (2)

Detta ar hastigheten som funktion av
tiden. Vid den aktuella tidpunkten fas

X = —2awsin 6 (3)

Observera att w ar ett dgonblicksvarde pa vinkelhastigheten. Nar hastigheten
tidsderiveras far vi inte anta att vinkelhastigheten ar konstant. Vi deriverar hellre

uttrycket (2) dar 6 ar en tidsfunktion.

Accelerationen blir

X = %(—Zasine @) = —2acos O -2asin O O 4)
X = —2acos [d* —2asin 8 O (5)
X = —Za(a)2 cos 8+ asin 6) (6)

Kommentarer:

Att stangen OA har en vinkelhastighet kring axeln vid O behover inte betyda att
den gar hela varvet runt. Den kan t ex svanga fram och tillbaka nagra grader kring
en viss vinkel 6,.

Om vinkelhastigheten ar konstant visar (3) att en cirkelrorelse hos A motsvaras av
en ratlinjig sinusformad svangning hos hylsan.



LP 6.14 Accelerationen ar given som funktion av
hastigheten:

dv _
@ gk 1)

Begynnelsevillkoret ar

Det gar inte att integrera hogerledet i ekv (1) med avseende pa tiden, eftersom det
fordrar att hastigheten v ar en kédnd funktion av tiden.

Separera variabler! d—\gl = —kdt 2
v
L . vdv _ ¢
Tidsintegration ger I? = —kfdt 3)
Vo 0
01 .0
=V = —kt 4
H2 )
—v? +v,? = 2kt (5)
v? =v, 7 +2kt (6)
_1
1 []2

0
V—w+2kt% (7

b) Med definitionen pa hastighet far vi in lageskoordinaten och (7) blir

1
dx 01 02
—= + 2kt 8
dt 5302 H ®)

Ekvationen gar att tidsintegrera direkt:

X tDl |
dx = +2kt dt 9
o= 24 ®
0 By
x-0=C-E1 o O (10)
kA2 “THO
g 5
1
I
101 2 1Q
==Ch = 4okt - — 11
Ty o H VOE (1)

Vid t =0 &r x =0 och x =v,. Begynnelsevillkoret &r alltsa satisfierat. Med
tidsderiveringar av svaret kan man ocksa fa en kontroll.



LP 6.15

X
Accelerationen ar given som funktion av hastigheten:
dv
= = a. —kv? 1
ai - % (1)
i ) x=0
Begynnelsevillkoret ar t=0 0
x=0

Det gar inte att integrera hogerledet i ekv (1) med avseende pa tiden, eftersom det
fordrar att hastigheten v ar en kadnd funktion av tiden. Eftersom tiden inte &r
intressant i problemet véljer vi att utnyttja det alternativa uttrycket for
acceleration:

oy @
dt dx
Ekv (1) kan da skrivas
dv
v— =a, —kv? 3
o ®)
Separera variabler och integrera!
vdv
= (dx 4
J a, —kv? I @
Multiplicera med -2k sa att taljaren ar namnarens derivatal!
2RV _ o (5)
a, — kv
Integrationsgranserna ar v =0 0Ch v.=v, samt x =0 och x =Xx;.
_ 2
0 In % = —2kx, (6)




LP 6.17 Accelerationen ar given som funktion av

hastigheten:
muum

dv

— = kx 1
ot (1)

d -1 -
X Begynnelsevillkoret ar
=d/2
t=0 o
x=0

a) Det gar inte att integrera hogerledet i ekv (1) med avseende pa tiden, eftersom
det fordrar att laget x ar en kand funktion av tiden. Med beteckningen v = x kan
accelerationen med kedjeregeln emellertid skrivas

. dv dvdx dv
X = = =v

=r= otV 2)
dt dx dt dx
Inséttning i (1) ger vﬂ =kx (3)
dx
O vdv =kxdx O fvdv = [ kxdx 4)
0 das2
Vi1, 1ot , 0, d*0
[ > 0—2kx 2kD2DD V_kH( 45 (5)
2
x =d ger v’ = k%j2 —%% O v, :g\/@ (6)
b) -
: dx 0, d*0
Ekv (5) kan skrivas — = |kpx* -— 7
v ) v at |0 " af )
d dx _t
Separera variabler! JZ 0 dZD_gdt (8)
Ny
4
1 d dx
t=— [ —— 9
AT w ©)
4
Integraltabell t 155 Zdzmﬂ (10)
ntegraltabell ger L = —Onpx + /X ——%
W@H( 4,
1 00 3.0 ™
t=—0dnd+ [—dg—In— 11
A % m% (1)
1 d+ jd
tﬁﬁln d (12)
2
Svar: t = %In(z +«/§)




LP 6.25
Vid fritt fall ar accelerationen

a=-ge,

< v X dar g ar tyngdaccelerationen.

Med figurens koordinatsystem blir
begynnelsevillkoret

_, g=0=(000)
‘ =0 %/zvoz(vo,o,o)

Komponentvis tidsintegration, med hansyn taget till begynnelsevillkoret, av den
givna accelerationen ger:

x=0 1) y=-9 4)
X =V, (2) y=-gt+0 ®)
X=V,t+0 (3) y=—%gt2+0 (6)

Nar sacken nar golvet ar y = —h.
Den tid det tar att falla till golvet fas da ur ekv (6):

-h=-Zgtt 0 =2 )

d=v,t, O d=v, |— (8)



LP 6.26

Ly Ballongens koordinater &r givna:
? X=v,t (1)
y =kx’ )

Laget som funktion av tiden ar da kant,
eftersom x i (2) ges av (1) och v, samt k
ar konstanter enligt texten.

a) Lagevektorns komponenter motsvaras av ballongens koordinater:
r=(xy.z)=(vt kx*,0) = (vxt, kv, ’t?, O) 3)
: N . . _dr _
b) Enligt definitionen pa hastighet v = ot fas
v=(xY,2) :(vx, 2kv, ’t, O) (4)

¢) Enligt definitionen pa acceleration a = ((j:i_\t/ fas

a =%(Vx, 2kv,’t, 0) = (0, 2kv,?, 0) (5)

Om koordinatsystemet ar angivet kan man svara med vektorerna i komponent-
form. Om minsta tveksamhet foreligger, tex om flera koordinatsystem har
anvants, ar det battre att ange resultatet med basvektorerna:

Svar: a) r=vgte, +kv’t’e,
b) v=v.e, +2kv’te,

—_ 2
c) a=2kv,"e,



LP 6.29 Vi ska rakna pa sackens rorelse. Vid fritt
fall utan luftmotstand &r accelerationen
a=-ge,
dar g ar tyngdaccelerationen.
Begynnelsevillkoret &r givet i texten.
Sacken har samma lage och hastighet
som ballongen, da den slapps. Med
figurens koordinatsystem blir
begynnelsevillkoret

L B=n
=0 %’:(Vl’vz’o)

h Komponentvis tidsintegration, med
hansyn taget till begynnelsevillkoret, av
I den givna accelerationen ger:
X=0 (1) y=-9 (4)
X =V, 2) y=-gt+v, (5)
X=v,t+0 (3) y:—%gt2 +v,t +h  (6)

Séacken nar marken da y = 0. Detta villkor i ekv (6) ger tidpunkten t;:
_%gtlz +V,t, +h =0 (7)
Vi l6ser andragradsekvationen:

tlz_ﬁtl_z_hzo O tl=ﬁi Dv2ﬁ+2—h
g ' g g \Ho g

O | 0
tl:£ﬂ+ 1+292hD (8)
90 vV O

Sackens fart ar V| =X* +y° (9)
Insattning av (2) och (5) ger V= \/vlz +(—gt +v2)2 (10)
Vid tidpunkten t, ar farten

Vitzt,) = \/Vlz +(_gt1 +V2)2 = \/Vlz + gztlz +Vz2 —2gv,t, (11)
Med ekv (7) fas Vier, = Vi +V,° +2gh (12)

Bestamningen av farten kan goras enklare. Vi vet ju att v, = v, ar konstant, medan
v, bestams som funktion av laget enligt
dV \Y 2 V 2
v,—=-g O  vdv,=-gd O 2 --%2=-gy-(-gh
el ,dv, = —gdy >~ =9y ~(~gh)
For y =0 fasda v, =v,” +2gh.



LP 6.37

Givet:
y =V, 1)
y=0 )
VY
| Bankurvans ekvation ar
_ o
[ ] v x*+y?=r’ 3)
LA a } 3 P B Sambandet mellan x och y kan fas med
J < = ; g differentiering av ekv (3):
r l 2XX +2yy =0 (4)
0 U X
i } U RS Ly
O X=-=y (5)
X
eller X = —XvO (6)
X
Farten ar
e oy, o y2 +x2 r
v=4/%x*+y° —\/ 2V, 0V, =V =V, — = (7)
|:| X OD 0 0 X2 X /

(I stallet for differentieringen kan man utnyttja vinkeln 8 och skriva
v, = —vsin@, dar v, =vcosf och tan8 = y/x)
For att bestamma accelerationen tidsderiverar vi ekv (6). Vi vet ju att y =0
X = —yxv, +(—y)(—x‘2)>'<v0 (8)
Séatt in (1) och (5) och utnyttja (3)!

. y_ X +y* 0] : r’

X = _VOX_ Vo — 3 =V, gig— -V W (9)

Accelerationens storlek ar a=./Xx* +y* men eftersom y =0 ar a =|x|




LP 6.43

Infor det naturliga koordinatsystemet
med koordinaten s=0 vid tiden t=0
da bilen startar, och basvektorerna e,
och e, enligt figur.

S Begynnelsevillkoret &r

.o T

Accelerationen ges av det allméanna
uttrycket

. §?
a=se +—e, @)

Den tangentiella accelerationen &r
given i texten:

dv,
=—= =a 2
! @

=38

at:§:

Accelerationen i normalriktningen bestams enligt (1) av farten och kroknings-
radien p. Farten fas genom integrering av (2):

v, =at+0 (3)
Inséttning i (1) med utnyttjande av (2) och (3) ger

n

2 2
a=age, +V#en =a e, Jai)e (4)
p p

Accelerationens storlek ar alltsa

_ e Al [,
a=_|a, +E7E_al 1+p2a1t (5)

Speciellt for t=6s, p=60 m och a, =2 m/s* fas

a=2+2.44m/s?* =3.1 m/s>.



LP 6.44 Accelerationen i det naturliga systemet
ges av det allméanna uttrycket

“/ ¢
a=se, +—e, 1)
Joj

| det héar fallet har vi en cirkelrorelse
med radien (krokningsradien) r.
Eftersom bagléangden ar s =r@, sa kan
farten och fartokningen per tid uttryckas

r i vinkelhastigheten: s=r@, s=r6.

Accelerationens normalkomponent
kallas ofta for centripetalaccelerationen:

L L )

a) Vid en viss vinkelhastighet 6= w, blir centripetalaccelerationen lika med den
foreskrivna accelerationen a =1000g. Insattning i (2) ger

10009 = rw,” (3)

0 ©, = —10209 4)

Enheten for vinkelhastighet ar rad/s. Varvtalet fas genom att dividera med 271
och multiplicera med 60. Allts3, antalet varv per minut blir

@ 1000g (5)
217 r

Narmevérdet for r =0.25 m och g =10 m/s? blir 1910 rpm

b) Om vinkelaccelerationen 6 ar konstant 6 = a fas med integrering av defini-
tionen pa vinkelaccelerationen

dw _
gt (6)
w, = at (7)

Vinkelaccelerationen blir alltsa o = % Insattning av vinkelhastigheten ovan ger
1

a :tl /% eller a = 3.3 rad/s®
1




LP 6.45

Det allmanna uttrycket for accelera-
tionen i det naturliga systemet ar

a=se +32e
- t '~ _%n
o)

Farten for varje del av bandet maste
vara en och densamma. Eftersom
vinkelhastigheten &r kand for den
understa cylindern ar farten

s=5r[d (1)
Konstantfart [ s=0 (2

Accelerationen (i normalriktningen) ar
alltsa storst da krokningsradien p ar
minst, dvs for den minsta cylindern

"2 2 2
. 2 = _ (5rew)” _ 25rw
pmin 2r 2

Numeriskt fas

_ 25[0.03 3007

max
2

m/s? = 3.4 110* m/s?



LP 6.46 Det allménna uttrycket for accelera-
tionen i det naturliga systemet ar

. §?
‘ _________ 7 a=se +;en 1)
| dy, Trummans vinkelhastighet ar
v.2l dt
_{{GI. g=Vo - Va .
r| R R
2
Va a . ) i}
R — A~ o Vinkelaccelerationen ar
—
R

(men a, # a, eftersom B ocksa har en
acceleration inat)

Farten for punkten P & v, = re = rVEA

dve _ rg=r
dt R

O

dv 0 . .
(men d_tp # a,, eftersom P ocksa har en centripetalacceleration)

Insattning i ekv (1) ger

r 1or f
Ap = —a,€e +- -V, €
P R ATt rm A|:| n
r r
O a, =—a,e +—Vv,’e,

R R?




LP 6.48

Accelerationen i det naturliga systemet
ges av det allménna uttrycket

“2
a=se, +S—en 1)
Joj

Har antas tagets fart vara konstant sa att
§=v =360 km/h 2)
och

$=0 3)

Accelerationen ar da enligt ekv (1)

=", @)

Accelerationens storlek far enligt texten ej 6verstiga vardet g. Detta villkor kan
skrivas

V2
—<g eller —<p (5)
P

vilket ger en minsta tilldten krokningsradie

2

\'
Prin = — (6)
g

Numeriskt fas

2 2
o :V_gz _ (360 k) _ (100 mvs) 1000 m 0

10 m/s? 10 m/s®

2
Svar: Krokningsradien maste vara storre an p,,;, = E eller p., =1km



LP 6.50 Accelerationen ges i det naturliga
systemet av det allmanna uttrycket
"2
a=se, +S—en (1)
o}

Har ar emellertid bankurvans ekvation
given i det kartesiska koordinatsystemet
sd att vi borjar med att bestamma ut-
tryck for hastighet och acceleration i
detta system.

0 J Vi vet att den horisontella hastighets-
L | komponenten ar konstant:
X =V, ()
Det betyder att accelerationen i x-riktningen &r noll, x =0, dvs kroppens
acceleration &r alltsa vertikal, a = ye ! Vi utnyttjar detta

y :bsin% 0 3)
y:bcosﬂEln—X:b TLNO cosTm 0 4)
2
DTV G TR R DAY G K ©)
L L L L L

Nu ar b = L/3 och laget ar givet: x = L/3. Vi far alltsa for detta lage

. _ Lmv, m_ TN,

= COS— = 6
y 3L 3 6 ©)
. _ Ly o 3ty ﬁv 2

Farten kan skrivas
= x> +y? = v, + Vo |1+ D D x/36+n2 (8)

Hastighetsvektorn bildar i detta lage vinkeln 6 med x-axeln.

v
tang=2=Y1="" g sing=—""__ och 0059:6— (9)

Vi Vo 6 NP +36 i +36

Projicera nu accelerationen pa tangential- och normalriktningen:

2 2
q:a@t:ysinez—ﬁﬁvo g _=- BTV, (10)
6L  Jm?+36 6LV +36
2 2
a,=ale, =-ycos6O :«@nzvo 3 6 _ By, (11)

6L  Jm+36 LVm?+36

Krokningsradien kan nu erhallas ur (1), (8) och (11)

/2 : /2 (36+n2)3/2
a =— =_ = 7
p p a, 36y31



LP 6.51

Vid fritt fall &r kroppens acceleration
lika med tyngdaccelerationen g.

Vid en cirkelrorelse med konstant fart ar
accelerationen riktad in mot cirkelns
centrum. Accelerationen i det naturliga
koordinatsystemet skrivs

. S
a=se +—e,
P

Krékningsradien for bankurvan ar p.
Farten ar konstant s att s =0.
Accelerationen kan da skrivas
2
Y
a=--¢,
Jo;

Att siktlinjen &ndras betyder att hastig-
hetsvektorn andrar riktning. Hastighe-
ten ar vinkelrat mot normalriktningen

e, och vrids alltsd med samma vinkel-

hastighet 6 = w som lagevektorn fran
cirkelns centrum.

Vid cirkelrorelse ar farten lika med radien ganger vinkelhastigheten. Farten kan
alltsa skrivas s =v, = p6. Insattes detta i accelerationsuttrycket fas

v,’

a, =72~

" ()

Vid fritt fall & denna acceleration lika med tyngdaccelerationen g.

97 (VO/a))

v,’

O] Vow=4(¢ 0 w=—



LP 6.55

Hastigheten i cylinderkoordinater ar vid
plan rorelse

V=re, +re, (1)

For komponenterna fas da med
hanvisning till figuren

r=vsiné@ (2)
ré =vcoso (3)

For det givna 6gonblicket galler da
respektive

r=vsinp 4)
_ Rw
Yo cosp ©)

Accelerationen i det planpoléara koor-
dinatsystemet skrivs

a= (ir' - r¢92)er + (ré +2f9) ey | (6)

For komponenterna fas da med han-
visning till figuren (vi vet att accelera-
tionen ar riktad vertikalt uppat)

asind=7-rg* (7)
acosf=r0+2r6 (8)

For det givna 6gonblicket galler da
(utnyttja ekv (4) och (5))

asinB=a, -Rw’
Rw’sin B

acosB=Ra +2
cosf

Det forsta av dessa samband racker for
att bestdmma accelerationens storlek

a, —Rw’
a=———
sinf



LP 6.56 Rorelsen sker i ett plan sa att den kan
beskrivas med planpoléara koordinater.
| de allméanna uttrycken for hastighet
och acceleration i planpoléara koordina-
ter ingar koordinaterna r och 6 samt
deras tidsderivator. Vi borjar alltsa med
att bestiamma dessa tidsderivator.

Vinkelhastigheten &ar konstant:
f=wt O O6=w O 6=0 (1)
Bankurvan ar given:

r =acosh@ (2a)
eller

r :%(ee +e”) :%(e“t +e) (2b)

b Tidsderivering ger om (1) utnyttjas:
AW - .
r=—-i(e“ —e ) =awsinh at 3
Al ) 3)
2
P= a;) (e“‘ +e“") = aw’ cosh at 4)

a) Det allménna uttrycket for hastigheten i cylinderkoordinater ar

v=re, +rfe, +ze, (5)

Insattning av sambanden (1-3) ger
v =awsinh ate, +a wcosh de, (6)

b) Det allméanna uttrycket for accelerationen i cylinderkoordinater ar

a=(f —relz)er +(ré+2f9)e9 +7e, (7)

Insattning av sambanden (1-4) ger

a= (aa)2 cosh at —a o cosh ol))er + (O +2a sinh a)ee (8)
O a=2aw’sinh ate,

vb? - &
a

c) Ekv (2a) ger b=acoshf, 0O cosh g, :% N sinh@, =
ty —sinh®*0+cosh*06 =1

2 _ 2
Insattning i (8) ger a=2aw’ %ee 0 a=2w*\b*-a’e,



Rorelsen sker i ett plan sa att den kan
beskrivas med planpoléara koordinater,
ett specialfall av cylinderkoordinat-
systemet. Vinkelhastigheten ar konstant:

6=w O 6=0 (1)
Bankurvan ar given

r=c-bcosé (2)
Tidsderivering ger om (1) utnyttjas

F=0-b(-sin6)f=bwsin6 (3)
r =bwcos 8B =h o cos 8 (4)

Det allméanna uttrycket for hastigheten i
cylinderkoordinater ar

V=re, +rfe, +ze, (5)

Insattning av sambanden (1-4) ger

Vv =bwsin Be, +(c —bcos 6) we, (6)
och farten blir

v=lv[=4V, +v,’ :\/bza)zsin2 6+(c -bcos )’ t  (7)

V= a)\/b2 +c* —2bccos 8 (8)

Det allménna uttrycket for accelerationen i cylinderkoordinater ar

a= (f - réz)er + (ré +2'r9)e9 +7Ze, ©

Insattning av sambanden (1-3) ger

a =[ba)2 cos - (c —bcos 6) o&]er +(0+2b asin Bd)e,

(10)
=(2bcosB -c)w’e, +2b of sin G,

Storleken av accelerationen ar da

a=lal=a’ +a,’ =\/(2bc036 —c)’w* +4b%efsin? @ O (11)

a=w’~4b® +c? —4hccos @ (12)
For 6=0 fas v=(c-b)w; a=aw’V4b®+c® -4hc
For 6= fas v =(c+b)w;



LP 6.60

Farten begransas av villkoret att
accelerationen inte for nagon bil far

overstiga a, =8 m/s’. Bestam den tid
det tar fOr bilarna att klara av hela
kurvan som begransas av linjen CC.

Det allméanna uttrycket for accelera-
tionen i det naturliga systemet ar

'52
a=se +—e,
P

Har ar farten konstant sé att

§=0 (1)

Accelerationen i normalriktningen ar

Den maximala farten ges da av sambandet

for A:

for B:

Tiden for hela strackan ar

Numeriskt fas

t

—ms=110s
2

for A: (a,), =2 )

A

v 2
for B: (a,), =—2 (3)

rB
VAmax2 = Aai D VAmax = \Y I’-Aa‘l (4)
= r-Ba'l |:| VBmax = V rBal (5)
tA = ULV =77 r_A (6)

VAmax al
(Tt 2(ry - 1) _ o6, 2(ry - 1) @
° VBmax al \Y rBal

130
t; = %H+EDS =11.6s



LP 6.61

Vi ska bestamma f och 8 som funktion
av 8 samt bestimma accelerationens
storlek.

Det allméanna uttrycket for hastigheten i
planpoléra koordinater ar

vV =re, +rée,

Figurens geometri ger

| | r=v,sin@ (1)
o= V, Cc0os 6 (2)
Men avstandet r ar en funktion av 6!
b

r=—— 3
cos@ )

. 2
Insattning i (2) ger 0= L(;SG (4)

Det allméanna uttrycket for accelerationen i planpoléara koordinater ar

az(f —ré?z)er +(ré+2f(9)e9 (5)

Har ar enligt (1-4)

2 2 3
. dr v
rz—gt :vpcos@ﬂlPCOS O Ve cos'8

b

gp = D D\/PcoszeDz:vpzcosge
cos6d b O b

rézr%: b d’pQCOSQ(—SinG)GZ_2vp2coszesin9
dt cosé@ b b

. 2
2r@=2v,sin6 B\/chis@

Inséttning i (5) ger a =0, men det var ju givet! Hastigheten var konstant!



LP 6.62 .
Bestdm vinkelhastigheten 6 for

stangen sa att farten for hylsan blir
konstant v, =v,!
Bankurvans ekvation ar given

r=ho 1)

och kallas Arkimedes spiral.

Hastigheten i planpoléra koordinater
bestdms med den allméanna formeln

v, =fe, +rée, 2)

For att bestamma hastigheten maste alltsd de ingaende tidsderivatorna av r och 8
bestammas. Utga fran de givna uttrycken for laget!

r=bho O F=bo O t=ho 3)
Insattning i ekvationen (2) ger nu
v, =bBe, +h6Be, (4)
Det givna villkoret &r att farten ska vara konstant:
v, = (06 +(h68) 0 v, =b(67 +6°¢) 0o

2
N2 v Vo

202 0O 0=t—F——
b*(1+6°) by/1+ 67

Har P nagon acceleration? Ja for att bestamma den behover vi bara bestamma
vinkelaccelerationen och sétta in i det allméanna uttrycket

a, = (F - réz)er + (ré + 2f9)e9

Efter en del rakningar fas



LP 6.63

Bankurvans ekvation ar

r=a+bcos26

Hastigheten och accelerationen hos
kroppen P skall bestdmmas som
funktion av vinkeln 6 for det fall att

vinkelhastigheten &ar konstant 6 = w.

Hastigheten och accelerationen i planpoléra koordinater bestams med de
allmanna formlerna

V, =te, +rée, 1)

a, = ('r' —rté?z)er +(ré+2f€)e9 2)

Vi maste alltsa forst bestamma de ingaende tidsderivatorna av r och 6.
6=w O 6=0 ©)
Utga fran de givna uttrycket r = a +bcos26 for laget!
O  r=-bsin2626 O r=-2bwsin26  (4)
0  =-2bwcos26026 0 r=-4bw’cos28  (5)
Insattning i ekvationen (1) ger nu

V, == 2bwsin20e, +(a +bcos26) we, (6)

Insattning i ekvationen (2) ger nu (Obs att vi inte deriverar v, !)
a, = [—4ba)2 cos26—(a +bcos26) wz]er +(O —4b jsin2 Qee (7)

a, =— (a +5bcos26)w’e, —4bafsin2 e,

FOor numeriska varden, exempelvis a=2 dm, b=1dm, 8 =30°, w=10 rad/s fas

a, = (-45e, —35e,)m/s’



LP 6.64

Rorelsen beskrivs som funktion av
12 tiden i cylinderkoordinater av

r=R

6 = w’t?
_.0 .60
Z‘hgl 0

Bestam barnets fart och acceleration
efter ett halvt varv!

Hastigheten och accelerationen i
cylinderkoordinater bestams med de
allmanna formlerna

V, =re, +rfe, +7e, (1)

a, = ('r' - ré?z)er + (ré + ZfG)ee +7e, )

Vi maste alltsa forst bestamma de ingaende tidsderivatorna av r, 8 och z.

0 = W't 0 6=2uwt 0  6=2w ©)

r=R 0 i=0 0 =0 (4)
- 2 2

z:hgl—gm 0 7=-h2=-20 oo o 2 g
yqll m m m

Inséttning i ekvationen (1) ger

2
v, =0e, +2Rw’te, - 2hw

te (6)

z

Insattning i ekvationen (2) ger nu (Obs att vi inte deriverar v,!)

2hw?

a, =(0 -4Rw't?)e, +(2Raf +0)e, - e, (7)

Tidpunkten da barnet akt ett halvt varv bestams ur ekv (3a)

m= Wt’ O t-= Vn (8)
W
ppeno 2hw
Insattning i (6) och (7) ger v, = 2Rwy me, - ==e,
N
2
a, = 4R we, +2R e, _2hw e,

T



LP 6.65

Bestam for kulan P farten och accele-
rationens storlek om g =30°.

Det allméanna uttrycket for hastigheten i
cylinderkoordinater ar

vV =re, +rbe, +ze,

Figurens geometri och tidsderiveringar

ger
r=bsinp O f=bsinB=v,sinf O =0 (1)
6=w 0 6=0 )
z=hcos6 0 2=bcos[3:vocos/3 0 z=0 (3)

Farten ar allmant
VENI ¢ +(ré)2+22 (4)

Insattning av (1-3) ger for B =30°

v=\/(vosinﬁ)2+bsin/3m+(vocos B = v +Eb7w§ (5)
Det allméanna uttrycket for accelerationen i cylinderkoordinater ar

a=(f —relz)er +(ré+2f9)e9 +7e, (6)
Inséttning av (1-3) ger

a= (0 —bw?sin ,13’)er +(0+2av,sin Pe, +Oe, 7)

Accelerationens storlek for 8 =30°4ar alltsa

a :\/(ba)zsin B)z +(2awv,sin B =\/§.%2§ +(ov,)

Bade farten v, och vinkelhastigheten cw ar konstanta. Varfor blir det i alla fall en
acceleration?



Givet ar att 1dget som funktion av tiden
ges av koordinaterna

0=t
Eg:kt2 @

Koordinaten r dndras ocksa men just i
det betraktade 6gonblicket ar

r=R (2

For hastigheterna och accelerationerna
galler da att

r=0
)= w B=0 A3)
) = 2kt H = 2k

Det allmanna uttrycket for hastigheten i cylinderkoordinater ar

vV =re, +rfe, +ze, (4)
Inséttning ger v =Ve, +Rwe, +2kte, (5)
Farten ar v=+V? +R2W +4K2t2 (6)
Numeriskt f&s d& v =+/0.642 +0.36 +4 m/s = /5 m/s (7)

Det allméanna uttrycket for accelerationen i cylinderkoordinater ar

a=(i-r6’)e, +(ro+2ro)e, +ze, (8)
Inséttning ger

a=(0-Raw’)e, +(RM+2Vae, +2ke, (9)

a=-Rw’e, +2V we, +2ke, (10)
Accelerationens storlek ar

a=la) = R’w" +4V2af +4k? (11)

Numeriskt fs da
a=,/0.6° +40.640.36 +1 m/s? =,/0.36(0.36 +2.56) + 1 m/s?

=./0.36 2.92 +1 m/s? =1.43 m/s?




LP 6.68 Rorelsen sker i ett plan sa att den kan
beskrivas med planpoléara koordinater.
Sambandet mellan dessa ar givet
eftersom hojden h ar kand:

h=rsin@ (1)
Eftersom flygplanet vid tiden t=0
passerar rakt ovanfor O och hastigheten

ar given kan man ocksa skriva

vt =rcosé @)

Sambanden (1) och (2) tillsammans med
Pythagoras sats ger r som funktion av
tiden:

r? =h? +vt? )

Det allmanna uttrycket for hastigheten i cylinderkoordinater ar

V=re, +rfe, +ze, (4)

Projicera nu hastighetsvektorn pa basvektorernas riktningar. Figurens geometri
och ekv (4) ger tillsammans med sambanden (1-3)

2
r=vcosf 0 f:V—t (5)

Vh? +v3t?

_vsing 3 b= vh (6)

re = -vsino O 6= -
Vel r h? +v2t?

Det allmanna uttrycket for accelerationen i cylinderkoordinater ar

a=(i-r6’)e, +(ro+2r e, +ze, (8)

Men accelerationen ar enligt texten noll! Komponenterna ar alltsa var for sig noll
och om (5) och (6) utnyttjas fas

L . h?v?
_ep? - _

r-ré° =0 [ r= (hz +v2t2)3/2 9
e . . 3

r6+2r9=0 0 g=_2vt (10)




