LOSNINGAR TILL PROBLEM | KAPITEL 9

LP9.1
Impulslagen skrivs allmant

v, t} Fdt = p(t) - p(t,)
/( och uttalas:

kraftens impuls under tidsintervallet
(t,, t) &r lika med &ndringen av rorelse-
mangden under samma tidsintervall.

| detta problem &r golfbollen i vila fran
borjan sa att stétkraftens impuls ar lika

i
y Vv
X med bollens rorelsemangd mv, just efter
tillslaget.
Vo stightjd ]
/ g [Fdt=mv, -0
0
AL |

-—

kastvidd -

Vi kénner kastvidden d och elevationsvinkeln g for golfbollen. Med den i
problemtexten givna formeln ser man att denna kastvidd kraver en
begynnelsefart

Impulsens storlek ar da mv, =m




LP 9.2 Impulslagen skrivs allmant

t} Fdt = p(t) - p(t,)

och uttalas:

kraftens impuls under tidsintervallet
(t,, t) &r lika med &ndringen av rorelse-
mangden under samma tidsintervall.

| detta problem ar rorelsen ratlinjig.
Problemet &r endimensionellt och vi kan
darfor skriva impulslagen utan vektor-
beteckningar. Vi skriver impulslagens
horisontella komponent.

t
[ Fdt =mv, —mv,
to

Om medelkraften ar F,__,,, fas
I:medel (At = mv, —mv, O] Fmedel = M
At
Numeriskt fas F 6-37

medel

=2.5010° 50 N=79N



LP 9.3
Impulslagen skrivs allméant

@ } Fdt = p(t) - p(t,)
F 1 (kN) fo

och uttalas:

3 kraftens impuls under tidsintervallet
(t,, t) &r lika med &ndringen av rorelse-
mangden under samma tidsintervall.

| | ~ Impulslagens vertikala komponent blir.
0.05 0.1 015 (s)

t
[ Fdt =mv, —mv,
o

Vansterledet ar den efterfragade impulsen och den integralen motsvarar arean
under kurvan i diagrammet. Ett ungefarligt varde pa impulsen fas da genom
att rakna rutorna och multiplicera med den "area” som varje ruta motsvarar.
En ruta motsvarar "arean" 0.5 KN [0.01 s=5 Ns

Hela arean under kurvan ar ungefar 96 rutor

Hela "arean" &r allts 96 [5 Ns =480 Ns

Detta ar ocksa den totala vertikala impulsen.



LP 9.4

Impulslagen skrivs allmant

f Fdt = p(t) - p(t) )

Den galler for de bada kropparna var for
sig och for hela systemet. Det finns en
stotkraft pa bada kropparna men efter-
som de har motsatta riktningar finns det i
detta problem ingen yttre kraft pa hela
systemet.

Den totala rérelsemangden ar darfor
konstant. Vi sager da ocksa att rorelse-
mangden bevaras. Antag att farten
efterat &r v,. Da fas

mv, +0 =(M +m)yv, (2
Kinetiska energin fore stoten ar T, = 1mvo2 3)
2
Kinetiska energin efter stoten ar T, = %(M +m)v,’ (4)
e 1 om d,._1 m
Om (2) utnyttjas fas T, ==(M+m ==
()U yJ 1 2( )DM+mDVO 2M+mvo (5)
Energiforlusten ar da AT=T, -T =Zmy? -+ m’ v, (6)
g o~ =M TS Vo
1 m 2
AT = oml = ()
AT =+ GMJVOZ
2 M+m
i . _ M [—% 2
Om man vill kan man skriva detta AT= mv,
M+m 2




LP 9.6

Impulslagen skrivs allmant

t} Fdt = p(t) - p(t,)

Den galler for de bada delarna och for
hela systemet. Det finns en separations-
kraft pa bada delarna men det finns i
detta problem ingen yttre kraft F pa hela
systemet. Den totala rorelsemangden ar
darfor konstant. Vi sager da ocksa att
rorelsemangden bevaras.

Det ger i rorelseriktningen ekvationen
3my, =2mv, +mv, (1)

Resultatet foljer omedelbart

1
- TV,
v, E(Bv0 v,)




LP 9.7 Vi ska bestamma ladans fart som
funktion av tiden och frilagger den
darfor. Den paverkas av tyngdkraften

/_i‘ N mg, normalkraften N, friktionskraften
f samt dragkraften 2S fran vajern.

S
28 28 _ D
f —S Forklaring till dragkraftens storlek ar:

Kraften S i vajern ar given. Om trissan
ar latt och lattrorlig maste kraftmomen-
;mg 2 oot
tet med avseende pa trissans axel vara
noll. Det betyder att kraften i vajern ar
lika pa bada sidor om trissan. Kraftekvationen for trissan ger pa grund av att
massan ar noll att nettokraften i den horisontella riktningen maste vara noll.

Friktionskraften vaxer till en borjan i storlek pa samma sétt som dragkraften.
Vid en viss tidpunkt som vi kallar t =t, har friktionskraften natt sitt maximala
varde f, = u N . Efter denna tidpunkt glider ladan varvid friktionskraften ar
f, = u N . Kraftekvationens vertikala komponent sager att N = mg, eftersom
accelerationen i denna riktning ar noll.

Kraftekvationens horisontella komponent ar

2S-f=0 for  t<t (1)
2S-pumg =0 for t=t 2
2S - y,mg =mx for t>t, (3)

Eftersom dragkraften &r given 2S = 2kt* ges tidpunkten t, ges av ekv (2)

2kt12 - umg =0 0 t = HMg 4)
2k
: s i} i} x=0
Begynnelsevillkoret for ladans rérelse ar t=t %( ~0

Losningen ges nu av ekv (3)
2kt* — y,mg = mx (5)
Tidsintegrering ger

A oy ys0] to_ .
% 2kt 3 —[/kagt]tl =mx -m [0 (6)
2 .
0 §k(t3 ) - pmg(t-t,) = mx (7)
Resultatet ar alltsa att fore tidpunkten t, = HSZ_VEQ ar ladan i vila. Efter denna

tidpunkt ar hastigheten
X = _m(t3 —tf) - po(t-t,)




LP9.14 Fran borjan aker ladan ner en stréacka |
och da bevaras den mekaniska energin,
eftersom tyngdkraften ar konservativ och
normalkraften inte gor nagot arbete:

T +V =T, +V, )

Ladan startar fran vila. Insattning ger om
lutningsvinkeln kallas .

%mvf +0=0+mglsin O (2

v, =./2glsin 3 (3)

Nu betraktar vi uppbromsningen. Den "givna" kraften ar F = Fo(l + kt), dar F, skall
bestammas sa att ladan stannar efter tiden 7.

Kraftekvationen i rorelseriktningen, som 6verensstammer med x-axelns riktning
ar

mx = —F,(1 +kt) + mgsin 3 (4)

Tidsintegrering ger

[mx]; :E—F0§+%kt2%+[mgsinﬁtﬂ]; O (5)
1 .
m[ﬂ)—mvlz—FOElr+Ekrzg+mg5|nﬁﬁt (6)
t
Observera att detta ar impulsekvationen [Fdt= p(t) - D(to)
to

Ekv (6) ger den sokta storheten F,

v, +gsinB

F =2m
0 21 +kr?

(7)

Inséttning av (3) och B =30° ger slutligen

- - m(2@+gr)

0 21 + k12




LP 9.15

Vikterna frilaggs. Varje vikt paverkas av
s tyngdkraften och tradkraften S. Eftersom
B trissan ar latt och lattrorlig maste trad-

I kraften vara lika pa bada sidor.

vanstra vikten far en forflyttning x

nedat. Om traden &r oténjbar far den

| hogra vikten forflyttningen x uppat. Vi
skriver kraftekvationens komponent

nedat for den vanstra och uppat for den

hogra vikten.

I S Rorelsen startar fran vila. Antag att den

Kraftekvationen for vardera vikten blir
I —S+ Mg=Mx (1)
t : S—mg=mx )
Tidsintegration ger impulslagen for vardera:

-S+Mgd=Mx-0 (3)
S-mgd=mx-0 (4)

Addition av ekvationerna eliminerar tradkraften S

Mg [ —mg [ = Mx +mx O (5)
: M-m
X = gt

M +m

Svaret ar dimensionsriktigt eftersom en acceleration ganger tid motsvarar en
hastighet. Man kan ocksa se att

om massorna ar lika ar det jamvikt;
om M >>m fas fritt fall.



LP 9.16
A N
ap F
g
—
f V mg

Frilagg ladan. Den paverkas av den
givna dragkraften F, tyngdkraften mg,
normalkraften N och friktionskraften f.

Friktionskraften f stéaller in sig for att
motverka rorelsen. Den maximala
friktionskraft som kan produceras ar
fra =N O £, = pmg
Till en boérjan, vid tiden t =0, orkar
friktionskraften halla ett jamviktstillstand

eftersom dragkraften F =a +bt da enligt
problemtexten &r mindre éan f_,, = umg.

Nar sedan dragkraften 6kar startar rorelsen just da

1
(F=)a+bt,=pmg Ot =(umg ~a) (1)

Efter denna tidpunkt t =t, accelereras ladan, varvid friktionskraften ar konstant.

Kraftekvationen i rorelseriktningen ar

mx = a +bt — umg

()

Tidsintegration ger impulslagen for ladan:

mx-m0 = %t +%bt2§1 —[umg [ﬂ];

(3)

v :%g(t -t)+ %b(t2 -t?) - pmg(t _tl)é

Fore tiden t =t, ar ladan i vila.



LP 9.18 Vi ska bestamma hastigheterna efter
stot for tva olika studstal. Vi valjer att
2v gdra en 18sning for ett godtyckligt

v
~ studstal e.
E:S | | [ﬂ Eftersom det inte finns n&gra yttre
krafter pa hela systemet (de tva hyl-

sorna) i roérelseriktningen bevaras den
totala rorelseméangden enligt impuls-

efter stot v v lagen:

Hj i M %[H jo Fdt = p(t) - p(t,)

Med andra ord, eftersom den totala yttre kraften F =0 sa ar rérelseméangden p for
hela systemet densamma fore och efter stot:

- mR2v-mv=mv,' Hmv,' (1)

dar v," och v," &r hastigheterna efter stot.

. . V’ — V'

Studstalets definition e=-—21 2)
vV, -V
2 1

ger har g=- Yi/ :\;1\/ (3)

Det ar har viktigt i bade ekvation (1) och (2) att rakna med hastighetskomponent-
erna i nagon forutbestamd riktning.

Ekvationerna (1) och (3) kan skrivas

V=V (1)
dev=v," -V, (3"
1 1
och ger resultatet v,'= E(l -3e)v; v,'= E(l +3e)v

a) Om studstalet ar e =0 fas resultatet

\'% =V. \'
1 2’ 2

=V
2
Detta studstal motsvarar en fullstandigt oelastisk stét. Kropparna fastnar i
varandra som lerklumpar.
b) Om studstalet ar e =1 fas resultatet
v,'=-v; v,'=2v

Detta studstal motsvarar en elastisk stot. Kropparna "byter" hastigheter om de har
samma massa.



LP9.19 Hammarhuvudet paverkas av lika stor
stotkraft F,,, som spiken. Denna krafts
impuls stoppar hammarens rérelse
medan spiken far en impuls nerat.

Impulslagen

j Fdt = p(t) - p(t,)

=y ger for hammaren i vertikal riktning
uppat
f t
‘{| J Fuedt =0~ (_MVO) (1)
to
Futot Spiken far alltsd under kontakttiden lika
stor impuls
t
J Faatdt = My, )
to

Spikens begynnelsehastighet nerat efter stoten kallas v
borjan ar lika med impulsen som den far:

sik- OPikens rorelsemangd i

mv. My, O Vopik = %ve (3)

spik =

Efter stoten paverkas spiken i rorelseriktningen av friktionskraften f och
tyngdkraften. Antag att tyngdkraften kan forsummas!

1 1
Lagen om den kinetiska energin U= Emvlz— Emvo2 ger
_ 1 2 _ rnvspik2
—fEH—O—Emvspik 0 f_T 4)
Insattning av (3) ger
My, )’
=M O = (Mvo) (5)
2dUm 0 2md
2
Numeriskt fas = ﬂ N =2 kN
2[0.08[0.01

| efterhand kan vi konstatera att denna kraft &r mycket storre 4n den féorsummade
tyngdkraften mg = 0.8 N. St6tkraftens storlek beror enligt (2) pa stottiden, som
inte ar given.



LP 9.20

Processen bestar av tre olika delar. Forst
glider hylsan A nerat langs den glatta
stangen. Sedan sker i nedersta laget en
stét mot hylsan B. Efter denna kortvariga
stot under vilken laget ej &ndras ror sig
kropparna tillsammans mot C.

FOr den forsta delen av rorelsen galler att
hylsan A paverkas av tyngdkraften,
fjaderkraften och normalkraften. Den
mekaniska energin bevaras eftersom
bade tyngdkraften och fjaderkraften ar
konservativa medan normalkraften inte
gor nagot arbete. Fjaderns langd ar fran

borjan enligt Pythagoras ~/5r

Den mekaniska energin for hylsan A bevaras: | T, +V, =T, +V, Q)
ey - 1 2 _ 1 A
Insattning ger EDva1 +0+0=0+2mg 2r +§k E@\/g l) r- g 2
VlZ = 4g|" +L(£ _1)2 r2 (3)
2m
Fore stot har alltsé hylsan A farten v, = \/4gr +%(£ —1)2r2 (4)
t
For stoten galler impulslagen for hela systemet | [ Fdt =p(t)-p(t,) (5)
to

som sager att den totala rérelsemangden bevaras for hela systemet (bada hylsorna)

S0o2myv, +0=(2m+m)v, O v,=2v, (6)

3

Under den sista delen av rérelsen galler aterigen mekaniska energilagen. De tva
kropparna paverkas av fjaderkraften, tyngdkraften och normalkraften. Endast
fjaderkraften gor arbete. Antag att fjaderns maximala forlangning blir &

%EBmvz2 +0+0=0 +%k B° O

3mv,’

52: ] 52:— —V

3V k O

! 5=2J3_mm4gr¢(4g_
2m

22|j~
1) r 0 =0.72m




LP9.21

Fore

Hastigheterna for bada kropparna (skateboard och akare) &ndras under ett visst
tidsintervall. FOr detta tidsintervall galler

t
impulslagen for hela systemet | [ Fdt=p(t)-p(t,) (1)
to

I den horisontella riktningen verkar friktionskraften pa bada kropparna. Pa hela
systemet finns det dock ingen horisontell kraft. Insattning ger alltsa for hela
systemet i den horisontella riktningen:

0=(M +m)v, - Mv,cosf 2)
: Vl:Mvocosﬁ
M +m

Antag att den totala vertikala impulsen pa akaren ar |. Impulslagen for skate-
boardakaren i den vertikala riktningen uppat da masscentrums vertikala hastighet
blivit noll blir

I =0 —(-Mv,sinp) O (3)
I = My,sinf
Numeriskt erhalles
v1:M m/s = 4.7 m/s=5 m/s
402

I:36[69;— Ns =108 Ns =1[10* Ns



LP 9.24 Bilens hastighetstillstand fore och efter
stoten ar kant. Studstalet definieras

e=-— )
V, =V

Alla hastigheter maste raknas positivt at

ett och samma hall. Det &r alltsa hastig-

hetskomponenterna som ingar i ekv (1).

Om en x-axel infors kan man ocksa

skriva

e=-227% 2)
X, =X,
| detta problem har den ena kroppen
(vaggen) hastigheten noll. Insattning i

- X (2) ger da
e:—o_(_vl):ﬁ . o= 0-(-06)_1 @)
0-v, A 0-24 4

b) Stotkraften ges i varje 6gonblick av kraftekvationen
dv,

Fxstﬁt =m dt (4)
Stotkraftens medelvarde bestams ur samma ekvation:
5 Av
stot —_ X
(FX )medel =m At (5)
Hastighetsandringen Av, under stottiden At =1 ger medelaccelerationen.
Insattning ger
tot ViV,
(FXS ’ )medel =m - (6)

T
(Fxswt)medm = -1200 %-'—306 kgms'2 =-12000 N @)

c) Accelerationens medelvarde framgar av foregaende
_ Vi TV, - _ 2
(ax)medel - T b (ax)medel =-10m/s (8)

d) Energiforlusten &r densamma som andringen i kinetiskenergi och kan skrivas
AT =T,-T, =%mv02 —%mvf (9)
Med anvandning av (1) fas

AT = %m(vo2 —vlz) = mvoz(l —e2) = % B;—mvo2 (10)

N |-

Den del av kinetiska energin som gar forlorad ar alltsa
AT 15



LP 9.25

<

'[

Fore stot

Efter stot

Hela processen kan delas upp i tre delar:

1.Hammaren utfor fritt fall,
2. stét hammare-pale,
3. palen aker ner i marken.

For hammarens fria fall géller att den
mekaniska energin bevara
T+V =T, +V, 1)

Antag att hammarens fart omedelbart
fore stoten ar v. Inséttning i (1) ger

%Mv2+0:0+Mgh @)
O v=.2gh (3)

For stoten galler att rérelsemangden be-
varas eftersom inverkan av andra krafter
an stdtkraften kan féorsummas under
stottiden. Antag att palens fart omedel-
bart efter stoten ar v'. Hammarens fart ar
enligt texten noll efter stot. Vi far for
rorelsemangden

Mv+0=0+mv’ (4)

a) Ekv (3) och (4) ger palens fart
omedelbart efter stot:

v=M 2gn (5)
m

b) Studstalet definieras i teorin

_V2mVy

e=-———= (6)

vV, =V,

Insattning ger
_Vv'=0
0O-v

e =

O ev=V' @)

Studstalet ar alltsa, om (5) utnyttjas

M,/2gh
ez oM
m./2gh m

Observera forutsattningen att hammaren forlorar all sin fart. Studstalet bestams



LP 9.27 Kedjan kan knappast sédgas vara en
partikel men vi vet att kraftekvationen

I ’N’ T galler for varje delkropp och vi kan med
B A v den bestdmma masscentrums rorelse.
X Kraftekvationen kan skrivas F =mag

eller F =p, dar p &r den totala rorelse-
mangden p =35 mv,

Kedjan paverkas av tyngdkraften mg
och normalkraften N fran vagen.
Kraftekvationens vertikala komponent

mg for hela kedjan skrivs da
dp
Lo =N+mg=—2=* 1
9=t (1)

a)

Vid fritt fall ar accelerationen densamma for alla lankar. Varije lank faller alltsa
oberoende av de andra. Vi antar ocksa att det inte formedlas nagon kraftverkan
fran vagen och uppat. Vid fritt fall for en masspartikel m, fas farten som funk-
tion av laget med mekaniska energilagen:

T+V=T,+V, O %mlxz-mlgx=0+0 0 x=2gx (2)

b)
Kedjans totala rérelsemangd ar da massan av den del som befinner sig i luften
ganger hastigheten, som berédknats i a):

L-x .
=— "m 3
P = ——mX ©)
c)
Tidsderivatan av rérelsemangden blir
d d m

L- x = — x+ L X 4
(px) dtB ( E Ll i @

Accelerationen ar kand och hastigheten ar berédknad i (2). Insattning ger

d X

———2 x +(L —=x)g| = -3mg = +m S
5 () [ g )g| g *mg (5)

Insattning i kraftekvationen (1) ger
-N +mg = —3mg% +mg (6)

X

0O N=3mg—

J L

Vagen visar ett utslag motsvarande tre ganger tyngden da den dversta lanken
nar vaaen. Det fordras en stor kraft for att stonoa den sista lanken.



LP 9.28

1]

i

Impulslagen for hela systemet

t} Fdt = p(t) - p(t,)

sager att den totala rorelseméangden be-
varas eftersom det inte finns nagon yttre
kraft F pa systemet i rorelseriktningen.
Antag att hastigheten efterat ar v'!

Rorelsemangden bevaras ger da

mv, —mv, =2mv’

Kinetiska energin fore stoten ar T = %mvl2 +%mv22

Kinetiska energin efter stoten ar T'= %va'z

Om (2) utnyttjas fas

Energiforlusten ar da

AT=T-T'

T'=mv* :%m(vl -v,)’

1 1 1 2
—Emvl2 +Emv22 —Zm(vl -v,)
1 1 1
AT'= Emvl2 +Emv22 —Zm(vl2 -2V,V, +v22)

1
AT'= Zm(vl2 +v,° +2le2)

Hur stor del ar detta av den ursprungliga energin?

Om vagnarna fran borjan har lika stor fart sa ar A_I_—T =1. All kinetisk energi

g AT_1y +v, +2vy,
T 2 v,” +Vv,’
LoAT 2vy, O

forloras da vagnarna star stilla efter stoten.

1)

()

©)

(4)
(%)
(6)

(")

(8)

9)

Om v, =0saar A_I_—T = % Halva den kinetiska energin forloras da enligt (2) farten

har halverats men massan dubblats.



