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KTH Mekanik
Fritz Bark

Teorifragor, reviderade

Fyra av nedanstaende trettiotva fragor utgdr teoridelen av tentamen. Var och en av de tvé
kontrollskrivningarna bestar av sex fragor fran de nedanstaende.

Definiera i en figur summan av tva vektorer a och b. Visa i samma figur atta+b=b + a.

En vektor a=(a,,a,,a.) &r given i ett Cartesiskt koordinatsystem. Uttryck vektorns belopp

|a| 1 dess Cartesiska komponenter. Ange uttrycket for en enhetsvektor e, , som har samma

riktning som vektorn a.

Tva vektorer a och b samt vinkeln & mellan dessa &r givna. Ange definitionen av
skalarprodukten a-b och vektorprodukten a xb. Rita figurer.

Tvé vektorer a=(a,,a,,a,) och b=(b,b ,b.) ér givna. Uttryck produkterna a-b och axb

1 de givna vektorernas Cartesiska komponenter. Vektorprodukten a xb far skrivas som en
determinant.

Ange den geometriska tolkningen av vektorprodukten axb och trippelprodukten a-(b xc¢).
Rita figurer.

En partikel ror sig 1 ett Cartesiskt koordinatsystem (x, y,z) langs en kurva r(¢) dir ¢
betecknar tid. Definiera partikelns hastighet v och dess acceleration a.

En 3D kurva ér 1 ett Cartesiskt koordinatsystem given pa foljande form r =r(s), dér r ar
ortsvektorn och s dr kurvans baglingd, rdknad fran en given fix punkt pd kurvan. Visa, girna
med en figur, att vektorn e, (s) =r'(s), dar ' betecknar derivata med avseende pd s, har

beloppet 1 och ir riktad ldngs kurvans tangent. Visa dessutom att e/(s) L e, (s) och, for det

fall kurvan ligger i ett plan, att vektorn e/(s) &r riktad mot kurvans konkava sida.

De storheter, som forekommer i denna uppgift, definieras i foregaende uppgift. Betrakta en
2D kurva r =r(s) . Approximera kurvan lokalt med en cirkel, vars radie dr p, och visa med

hjilp av en figur att |e;(s)| = p~' och séledes att man kan skriva €/(s)=e,(s)/p dir e (s) dr
en enhetsvektor, riktad mot kurvans konkava sida.

En partikel ror sig ldngs en kurva r =r(s) 12D. Partikelns ldge pa kurvan vid tiden 7 ges av
funktionen s = s(¢) . Visa, med anvindning av de formler, som hirletts i fragorna 7 och 8, att

partikels hastighet v och acceleration a ges av uttrycken v = se, respektive a = se, + 5, /p.
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En bil ror sig i en plan cirkelrdrelse i ett Cartesiskt koordinatsystem (x, y, z) . Cirkelns
medelpunkt ligger i origo och dess radie &r b. Bilens ldge pa cirkeln ges av vinkeln 6(¢), dér t

betecknar tid, mellan radien frén origo till bilen och x-axeln. Berdkna hastigheten v och
accelerationen a for bilens rorelse som funktion av 8(¢) och dess derivator. Berdkna dven

beloppen av vektorerna a och v.

Betrakta ett 2D Cartesiskt koordinatsystem (x, y) med enhetsvektorerna e, och e, och ett
polért koordinatsystem (7, ) med enhetsvektorerna e_och e,. Hirled sambanden
e, =coste, +sinbe och e, =—sinbe, +cosbe, . Ange uttrycket for ortsvektorn r i poldra

koordinater. Antag vidare att de poldra koordinaterna for en partikels ldge &r funktioner av
tiden ¢ och hérled uttrycken ¢, = fe, och ¢, = —fe, .

Haérled uttrycken for hastighet och acceleration i cylinderkoordinater for rorelse 1 3D, dvs.
visa att I = v = e, +rfe, + ze_ och i = a= (¥ —r0)e, + (r + 27@)e, + ze_ . Du far hir fritt
anvédnda de formler, som Du skulle hérleda 1 uppgift 11 4ven om Du inte gjort uppgift 11.

Ange inneborden av Newtons andra och tredje lagar. Ge gérna ndgot eller nigra exempel.

Betrakta en s.k. matematisk pendel, dvs. en partikel med massan m ar fést i ena dnden av ett
snore vars andra dnde halls vid en fix punkt. Snorets ldngd &r /. Om snoret ér strickt kommer
partikeln att rora sig under inverkan av tyngdkraften mg och snérspanningen S. Stall upp
rorelseekvationerna i poldra koordinater.

Ett backkrons kontur approximeras med en halvcirkelbage. Fran vila pa kronets topp borjar en
vagn rulla utfor kronet under tyngdkraftens inverkan. Still upp rorelseekvationerna i polédra

koordinater for vagnens rorelse. Multiplicera en av dessa ekvationer med 6 och integrera den

s4 erhallna ekvationen med avseende pé tiden 7 for att beridkna 6 som funktion av € . Formu-
lera ett villkor for att vagnen skall ldtta fran vigen utfor kronet och berdkna den vinkel {or
vilken detta sker.

En rak stdng roterar i ett horisontalplan med vinkelhastigheten @ . En hylsa pa stdngen kan
utan friktion rora sig langs stdngen. Still upp rorelseekvationerna for hylsan i ett planpolért
koordinatsystem. Berdkna hylsans radiella rorelse for det fall da begynnelsevillkoret (for tiden
t=0)dr r(0)=r, och 7(0)=0 . Berikna slutligen den horisontella normalkraften fran

stdngen pa hylsan.

En partikel, vars massa ar m, ror sig 1 ett kraftfélt F, som i det allménna fallet beror av bade
tiden ¢ och partikelns ldge r. Definiera det arbete U, _,, som kraftfaltet utfor pé partikeln, om

denna forflyttas mellan punkterna r, och r, . Berdkna U,_, om F =mg(0,0,—-1) dir g &r
tyngdaccelerationen. Berékna dessutom U, , for plan rorelse om, 1 planpoldra koordinater,
F =—k(r—1,)e, dér k och [, dr konstanter. Vilken mekanisk anordning beskrivs av det
sistndmnda kraftfaltet?
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Harled lagen om kinetiska energin for en partikels rorelse r(#) under inverkan av en kraft F,

MV, -V, MV, -V,
2

dvs. TF-dr:

Ange forutsattningen for att man, for ett givet kraftfilt F, kan definiera kraftfaltets potentiella
energi V(r) och ange definitionen av V. Anvénd lagen om kinetiska energin, se uppgift 18, for
att visa att summan av kinetisk och potentiell energi ar konstant. Varfér kan man vilja en
godtycklig referensniva for den potentiella energin V? Ange den potentiella energin for
tyngdkraftfiltet och for en linjér fjéder.

Den allminna gravitationskraften mellan tva massor m och M ges av formeln

mM
F=-G——e,
r
dér G ér den allménna gravitationskonstanten och r dr avstdndet mellan massorna. Berdkna

detta kraftfalts potentiella energi.

I ett 3D Cartesiskt koordinatsystem angriper en kraft F i punkten r. Definiera kraftens
moment M, med avseende pa koordinatsystemets origo. Berdkna M, for fallet r = (x,0,z)

och F=(F_,0,F)).Kring vilken axel vrider kraften F 1 detta fall? Vad innebér riktningen av

vektorn M, 1 detta exempel?

En partikel med massan m ror sig lings banan r(#) med hastigheten r = v. Definiera
partikelns rorelsemédngdsmoment H, med avseende pa origo. Visa dessutom att for fallet plan

rorelse 1 x-y-planet géller att H, = mrzéez dér » och @ ir poldra koordinater. Visa slutligen
att, i ett allmént fall i 3D, H, =M, .

Ringa in de ritta alternativen i foljande pastaenden. Begreppet finit anvénds hér som ett
mellanting mellan tvd angivna ytterligheter. For ett stotforlopp mellan tva fasta kroppar géller
att

i. kontakttiden &r kort finit Iang

ii. lagesédndringar &r sma finita stora

iii. &ndringar 1 hastighet &r sma finita stora
iv. andringar i acceleration &r sma finita stora
v. kontaktkrafter &r sma finita stora

vi. yttre krafter &r forsumbara ej forsumbara

Visa att tva kroppars sammanlagda rorelsemingd ar ofordndrad vid en rak stot, dvs. bada
kropparnas rorelse fore och efter stoten dger rum ldngs en och samma axel.

Definiera begreppen centralrorelse och sektorhastighet. Visa att bankurvan vid centralrorelse
ar plan.

En planet med massan m ror sig kring en sol med massan M. Rorelsens dubbla sektorhastighet
ar h och G ér den allménna gravitationskonstanten. I ett polért koordinatsystem finner man
foljande uttryck for planetens bankurva
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h2
V=
GM (1+ecos®)

dér e dr en dimensionslds parameter. Vad kallas parametern e och vilka kurvor beskriver
formeln for olika varden pa e?

En amatorastronom har tva ganger berdknat omloppstiden 7 for en planets rorelse kring en

sol men, p.g.a. ett raknefel (sddant hander oss alla), funnit tva olika svar
3 3/2

T= Zﬂﬁ och 7= Zﬂﬁ
Anvind dimensionsanalys for att bestimma vilken av dessa formler som é&r korrekt. Ledning:
For den allménna gravitationskonstanten G giller att G = gR>M ' dir g 4r jordens tyngdacce-
leration, R &r jordradien och M jordens massa.

Stéll upp rorelseekvationerna for en matematisk pendel vars massa dr m och langd ér /.
Forenkla ekvationerna under antagandet att pendelns utslagsvinkel @ &r liten. Ange formeln
for rorelsens vinkelfrekvens @ och period 7.

Stall upp rorelseekvationen for en kropp, vars massa ar m, som ror sig lings x-axeln under
inverkan av en fjaderkraft —kx , dvs. fjidern dr ospand dé kroppen befinner sig i origo. Ange
for rorelsens vinkelfrekvens @ och period 7.

Beskriv, i kvalitativa termer, begreppen fri och patvingad svingning samt begreppet
resonans.

Losningen till differentialekvationen
¥+2¢w,x+ @ x=0
beskriver en fri ddimpad svingningsrorelse. @, dr vinkelfrekvensen for den oddmpade

sviangningen (¢ = 0) och den dimensionslosa parametern ¢ anger dimpmekanismens styrka.

Beskriv i korthet och illustrera gidrna med figurer svingningens egenskaper for fallen
¢<l,c=1och ¢>1. Vad menas med s.k. kritisk dimpning? Ange for fallet ¢ <1 hur den

ddmpade svingningens vinkelfrekvens beror av ¢ .

Losningen till differentialekvationen

¥+w'x=awsinot
beskriver en patvingad svangning. Hirled en partikuldrlosning for fallet w # @, . Varfor ér
16sningen orealistisk for @ = @, ? Beskriv kvalitativt hur denna orealistiska partikularldsning

dndras om man lagger till en svagt dimpande linjdr mekanism i det svdngande systemet,
vilket innebar att ekvationen modifieras till

¥ +2¢w,x + @ x = aw, sin wt
dir ¢ < 1.



