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1 Inledning

Joseph Louis Lagrange (1763-1813) fann en metod somdet nojligt att enkelt
ta fram Orelseekvationernaf system med fng, d.v.s. system avamlika stt
sammardnkade partiklar och stela kroppar. Metoden irarestt ©relseekva-
tionerna &is genom derivering av energiuttryck. Dansarskilt anpassad till&s
kalladeholonomatvang. Dettaar, enkelt uttryckt, ting som man kan taansyn
till genom att \alja koordinaterpa lampligt satt.

Lagranges metodr sallan rodvandig or problem med en enda partikel. Dess
styrka ©r sadana problem ligger mesaglet fundamentala planet. Praktiskt kom-
mer den st till sin @&tt for mekanismerlankade system av stela kroppar. Men,
nar Lagranges metodihleds br ett godtyckligt partikelsyster@ar det htt att tappa
orienteringen bland alla, till synes,akneliga summeringar och deriveringar som
gors. Darfor harleder vi metodendr en enda partikelLangre fram visas att eit -
partikelsystem matematisk kan uppfattas som en partikel i ett rum av dimension
3N. Man kan d ateranénda partikelarledningen nedan med &randringar.

2 Generaliserade koordinater och tang

Laget br en partikel i tredimensionella rummet kan anges genom att man ger
vardena p tre stycken koordinater,

41,42, 43, (1)

somar specificerade@pragot stt. Exempelar kartesiska koordinater: (y, ),
cylinderkoordinater 4, ¢, z) och striska koordinater{ ¢, §). Lagesvektornr,
for partikeln kan d ses som en funktion av dessa koordinater,

r =7(q1,q,q3). (2)

Sadana godtyckliga koordinater kallgeneraliserade koordinaterDet ar inte
alltid man belkver tre koordinaterdr att ange partikelnsage. r en plan par-
tikelpendel t.ex. bebvs bara en vinkelf), for en partikel i ett horisontalplan
beldvs bara té koordinater £, v), 0.s.v. Man ager é att man har (holonoma)
tvangoch partikelnsdge ges av(q,) eller avr(qy, ¢2). Det antal koordinaten,
man beldver kallas antalefrihetsgrader For en partikel kan all&n vara noll,
ett, tva eller tre ¢ = 0, 1, 2, eller 3). Vi skriver &ledes

r=r(q,...,q,) =7(Q) (3)

for lagesvektorn; enbaut star da kollektivt for alla de bebivliga koordinaterna.
Om s ar antalet tang s caller att,

n=3-—s. (4)
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D.v.s antalet frihnetsgrader ar tre minus antalet &ngs. Tre Hr ar rummets
dimensioner och ett &ingar en ekvation som inséinker partikelnsarelse. Om
partikeln exempelvis @ste vara @ konstant avaind 2 fran origo gller,

r| = R. ()

Denna ekvatiorar ett tng och om derar uppfylld atersér tva frinetsgrader —
partikel kan dra sig @ ytan av en sfr med radienz. Allmant gestvangenav s
stycken samband

fk<7‘):0, ]{7:1,...,5, (6)

som man vet att partikelnagier maste uppfylla.

3 Kurvor, ytor och tangentvektorer

Det ar intuitivt viktigt att fors@ att uttrycketr(q;) kan uppfattas som en pa-
rameterframgtlining av enkurva (med parametern,). Denna kurvar den en-
dimensionella "rangfald” dar partikeln kanra sig, i enlighet med &ingen § =
2). Notera att eangetvektotill kurvan fas genom derivering

or

= o (7)

T1

Pa motsvarandedst gerr(qi, ¢2) en parameterframéiining av enyta. Ytan ar
den ta-dimensionella "rangfald” som partikeln kandra sig @&, i enlighet med
tvanget 6 = 1). En yta har té tangentvektorer

or or

= -, = -, 8
oq 2 gy ( )

T1
se figur 1. Finns detingadng kan man se(q) = r(q1, ¢2, g3) SOM en parametris-
ering av det tredimensionella rummet och motsvarande tre tangentvektorer,

_or
B aqz"

Tz(Q) 1= 172737 (9)

representerar de tre olika riktningar som man flyttar sigi manokar ¢; och
samtidigt laller de taodvriga koordinaterna konstanta.

4 Generaliserade hastigheter

En partikels hastighetsvektdid genom tidsderivering aadetr = r(q, t). Denna
vektor andrar sig i tiden @rfor att de generaliserade koordinaterpa= ¢;(t)
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Figur 1: En partikel,m, ror sig pa en (fix) ytar = r(q1, ¢2). De tva vektorernary, 75 ar
tangenter till ytan vidr(q1, g2). Partikelns bankurva(t) = r(qi(t), g2(t)) visas ocka.
Hastighetsvektorm ar tangent till denna ochédtvangen (ytanjr tidsoberoender{ = 0)
ligger hastighetsvektorn i det plan sonmasps upp av-, 72. Enligt (12) ¢iller harv =

G171+ ¢oT2

andrar arde rar partikel flyttar sig. Dock kanalgetaven bero explicit a tiden
t. Man sager é att man har tidsberoendeatwy (kurvor och ytor somor sig).
Hastighetsvektorn kan alfisskrivas

dr g~ ordg; | Or

v=— + = 10
dt = 0g; dt ' Ot (10)

Tidsderivatorna av de generaliserade koordinaterna, dq;/dt, kallasgenerali-
serade hastighetefOm vi infor beteckningen,

or

Tt(q7 t) - 87

”, (11)

och anmander definitionen av tangentvektorer i ekvationerna (7) — (9), kan vi skriva

’U:ZCL"TJ‘+‘T75. (12)

J=1



Notera att tangentvektorer, i alimhet, beror @ ¢, och i det tidsberoende fallet
aven @t, sa att
Var hastighetsvektor kan alltskrivas

v(q,q,t) = Zj: 47i(q,t) + Ti(q. t). (14)

Det viktigaar att observera att dess beroendetipgeneraliserade hastigheterna
g arlinjart. Detta innefr att derivatan

o = i) (15)
ar oberoende av de generaliserade hastigheteidatera att de t& resultaten (9)
och (15), medy = 7, tillsammans ger

or  Or
dq; N 9q; -
d.v.s. ha satt att uttrycka tangentvektorerna. Det ser allig som om man kan
"dividera bort prickarna”.

(16)

5 Rorelseekvationerna

Rorelseekvationernaf en partikel ges av
p=F, 17)

dar p = muo ar rorelsenangden. Denna vektorekvation har ju i aflnhet tre
komponenterdngs &mpliga basvektorer. Om vi hardag € beldvs ju bara en
ekvation per generaliserad koordimat Antalet relseekvationer som béts ar

alltsa lika med antalet frinetsgrander

Nar man \al valt sina generaliserade koordinagelampligtar i allmanhet de
basta basvektorerna tangentvektorernaOm man allt& projicerar vektorekva-
tionen (17) @& den tangentvektorernafn stycken drelseekvationer soi@r an-
passade till de generaliserade koordinaterna. Dessa projiceraddseekvationer
kan skrivas

p-7,=F- 1, 1=1,...,n, (18)
med halp av skahrprodukten.

Mark att dettaar analogt med att tittagpkomponenterna av accelerationen
och kraften &ngs & kallade "brliga” basvektorer. T.ex. i cylinderkoordinatfallet
ar dessee,(y), e,(¢) och frfarandet ger komponenterna dwelseekvationen
langs den radiella och den transversella (eller azimutala) riktningen. Notera dock
attr; inte beldver vara enhetsvektorer; detta spelar ingen roll i sammanhanget.
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6 Lagranges metod

Att explicit fa fram ©relseekvationerna medatp av formel (18) kan vara ganska
beswrligt. Lagrange kom@en elegant gerg till dessa projiceradérelseekva-
tioner. Man kan & deras #@nsterled genom att deriverarelseenergin @ ett
speciellt &tt. Vi skall nu visa att,

. d (0T oT
bt (aq) _ (aq), (19)

darT ar den kinetiska energin. Viig detta genom att i tur och ordning studera de
tva termerna i hgerledet.
Den kinetiska energin kan skrivas

T:;mfv'v (20)
och fledes &s
8T_1 0 _} ov n ov B 8'0_ ‘ 21)
oG 2 og T 2" \og VT ag) T ag P

dar vi amantp = mwv och ekvation (15) i sista steget. Om vi nu tidsderiverar
detta fis

4 (or —imv T'—mdl T; + muv dri _ T + dr (22)
at \ag )~ dt T T a  PTiTPI g,
men

dr; d or 0 dr Ov

I 23
eftersom mandr byta ordning p de t& deriveringarna. Sammanfattningsvis har
vi fatt

(24)

g oT ov
dt \ 9g; dq;
Kan vi bli av med den sista termer@hfar vi nAgot somar projektionen ayp pa
Ti.

For att fa fram ekvation (19) béknar vi nu den andra termendgerledet. Vi
far,

oT 1 0 1 (01} 81}) R ov ov (25)

== vVov == v+ v- =p-
dq; 2m0qi 2" Jq; * Jq; Jq; P dq;’

och vi ser genast att om dettta subtraheras {£4) isp- ;, vilket skulle bevisas.
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7 Generaliserade krafter

Vi har alltsa visat att érelseekvationerna, enligt (18) och (19), kan skrivas

d (0T or
- — =F. 1, 2

Om vi nu definierar dgeneraliserade krafterna

Qi=F- T, (27)

far vi foljande uttryck dr den rorelseekvationerna

d (0T oT ,
dt(@g,)_(@qi)_Qi i=1,...,n. (28)

Dettaar den mesgenerella formemv Lagranges orelseekvationer
Hur skall man drstd de generaliserade krafterna? Vi antar ju att partikelns
lage kan skrivag = r(q, t). En liten Prflyttning av partikeln gesalav

dr=3" 8ldqj + ait'dt =3 7idg; + Todt (29)

j=1Y4j j=1
Arbetet som kraften uéttar @ partikelnar alltsa
dW =F -dr = F - (Z T;dg; + ‘rtdt) : (30)
j=1
Med hjlp av (27), och beteckningen
Qt =F- Tt, (31)

fas nu att .
dW =" Q;dg; + Q.dt. (32)

7j=1
Saledes &s att dergeneraliserade krafte®; ges av att

dW; = Q;dg; (33)

ar detarbetesom utéttas @ partikeln omy; 6kas medig; medan devriga g:na
och tiden lalls konstanta



8 Konservativa krafter

Om arbetetV, atminstone lokaltar en funktion av; ocht, sa att man kan skriva,
W =W(q,1), (34)
galler attdifferentialenav W definitionsnassigtar

" oW oW
AW = ; 5 dg; + — -dt. (35)

Jamfor man detta uttryck med (32) ocltserdW = dW, kan man omedelbart
identifiera koefficienterna fraraf koordinatdifferentialerna oclafatt

ow
Q="
qi
Observera att i detllmanna fallet @ller detta ej Det infinitesimala arbeteill’
ar normalt inte en differential av en funktion avocht¢ utan beroraven & t.ex.
hastigheterna.

Om kraften j& partikelnar konservativsa galler att arbetet @ partikeln ges av
minus den potentiella energifunktionen

Vg, t) = —/r(q’t) F.-dr. (37)

To

(36)

Notera att integralendr maste vara oberoende av integraticigsn mellan en
(godtycklig fix) startpunktr, och slutpunkten(q, t) for att definiera en funktion
av slutpunkten. [r detta @ller far man att arbetet ges av

Jamfor vi nu med equation (36jf vi att dengeneraliserade kraften
ov
Qi =— R (39)
q;

Nar kraftenarkonservativar saledes den generaliserade kraftgrminus partiella
derivatan av potentiella energin med avseertlg p

9 Lagrangefunktionen

| det konservativa fallet har vi alisatt Brelseekvationerna (28) kan skrivas

d (0T oT ov
(ilf(@g})_(@qi)__aqi i=1,...,n. (40)
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Bildar man nu funktionen

den @ kalladeLagrangefunktionemller Lagrangianen, ser man att dessa ekva-
tioner kan skrivas

d (0L OL

= — = =1,...,n. 42

i (67) = (55) =0 =1 (2

Denna eleganta form avrelseekvationerna som ofta kallasler-Lagranges ek-
vationergaller alltsh om kraftern&r konservativa.

Euler-Lagranges ekvationer kaisfocka pa ett fundamentalt annorlundats
Det visar sig att dessa evationeiligr om den & kalladeverkan

Sla)] = [ Lig. ) at, (43)

somar en funktional av bankurvaiq(t), minimeras av den verkliga banan som
partikeln ©ljer. Detta kallasninsta verkans princip

10 Hastighetsberoende krafter

| forra avsnittet visade vi att en Lagrangefunktib(y, ¢) kan inforas i fallet att
krafternaar konservativa och har en potentiell endrgy). Om krafterna dremot

ar hastighetsberoende fungerar detta ej. Om de hastighetsberoende kiafterna
dissipativa (friktion) och omvandlar mekanisk energi tdlrmear det inte mycket

att gora. Vissa Enda hastighetsberoende krafteiattar emellertid inget arbete:
Lorentzkrafterpa en partikel med laddningfran ett magneét B,

F,=vxB, (44)
c

(Gaussiska enheterar ljushastigheten) ocBorioliskraften
Fo=2mv X w, (45)

pa en partikel i ett referenssystem som roterar med vinkelhastighetsveltorn
Dessa krafter @verkar inte energins bevarande; eftersomadeinkeliata mot
hastigheten uéttar de inget arbete. Det visar sig att man kan definiera en La-
grangefunktion



vars prelseekvationer (42) innéher sadana krafter. Funktionefi(q, ¢) kallas
da arbetsfunktion Som man inser av debfecaende Ar kravet br att detta skall

fungera att uttrycken,
d [oU ou
o3 (50)-(5) @7)

skall ge de atta generaliserade krafternadrfen partikel utan tang beskriven
med kartesiska koordinateraste alltd, Q; = F;, (i = 1,2,3 = z,y,2), helt

enkelt vara de kartesiska komponenterna av kraften. Vi tittarandepta fallen

var for sig.

10.1 Partikel i elektromagnetiskt falt

En partikel som har laddningenoch som ér sig under inverkan av ett yttre
elektriskt och magnetiskéft kan beskrivas med Lagrangefunktionen

L(r,it) = ;mi"2 e (cp(r,t> - if . A(r,t)) | (48)

Harar ® den elektriska potentialen och den s kallade vektorpotentialen. G
definierade & att de elektriska och magnetiskdtén ges av,

E = -Vo-— 1%, (49)
c Ot
B = VxA. (50)
Arbetsfunktionen blir i detta fall
Ur,int) = (q)<r,t) _ 1 A(r,t)> (51)
C

och efter lite &kningar &r man att drelseekvationernaskomponent,
d [oT or d (oU oUu
(o)~ (5) = (55) - (52) 2

mi = eEy + Z(y:BZ — iB,). (53)

blir

De tre komponenterna tillsammans kaesles sammanfattas i vektorekvationen
. e,
mr =eE + -7 x B. (54)
C

Dettaar rorelseekvationendk en laddad partikel under inverkan av ett elektro-
magnetiskt &lt.
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10.2 Partikel i accelererat referenssystem

Antag att vi\aljer att studeradrelsen dr en partikel i ett accelererat referenssys-
tem. Systemet kan ha dmanslationsacceleratior,, relativt inertialsystemen.
Det kan ocka rotera medinkelhastighetsvektap. Vi lagger koordinatsystemet
i det accelererade systemétatt origo ligger p rotationsaxeln. | den eleména
mekaniken &r man fram orelseekvationerna i detta accelererade system med
hjalp av Coriolis teorem.

Det framgar c att translationsaccelerationen ger upphov till en fiktiv kraft,

F, = —may, (55)

somar av samma kara&t som tyngdaccelerationen. Denna har en potentiell en-
ergi

Vo(r) =mag - 7. (56)
Rotationen kaver tre stycken fiktiva krafter:
F, = —mwx (wxr)=mwr,, (57)
F, = mrxw, (58)
Fo = 2mv X w. (59)

Den forsta kallascentrifugalkraftoch ar riktad radiellt (vinkelatt) ut fran rota-
tionsaxeln. Centrifugalkraften har en potentiell energi

1 1
Vi(r) = —im(w x )= —§mw2ri. (60)
Den andra uppéder bara om vinkelhastigheten idtekonstant i tiden. Den tredje
ar den ovan amnda, icke arbetande, Corioliskraften.

Rorelseekvationernaf en partikel i ett adant accelerande system kas fir
foljande Lagrangefunktion

L(r,7,t) = ;m'i“2 —U(r,7,t) (61)
dar arbetsfunktionen ges av
U(r,r,t) =V (r,t)+ Vy(r,t) + V.(r,t) —mr - (w X 7), (62)
d.v.s.

Ulr, i t) = V(r,£) + mao(t) - 7 — ;m[w(t) < T — mi - [w(t) x 7). (63)
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HararV (r,t) potentiella energindr de verkliga konservativa krafter som verkar
pa partikeln betraktad &n ett inertialsystem. &telseekvationerna svarande mot
denna Lagrangefunktion blir

mi# =—-VV + F,+ F, + F, + F¢. (64)

Har forutsatts att &get,r, hastigheteny:, och accelerationen:,, mats relativt det
accelererade systemet och att origo lagesvektornr, maste ligga p rotations-
axeln.

11 Generaliserade storheter

Foljande generaliserade storhetelbirsf i Lagrangeformalismen

e Generaliserade koordinatey;:

e Generaliserade hastighetegy.= C}ﬁi

) )% . d (ou) _ (aUu
o Generaliserade krafte, = — 3 ellerQ; = § <aqi) (8(]1')
e Generaliseraderelsenangder:p; = 3—5

Uttrycken ©r de generaliserade krafterndriitsatter att inga dissipativa krafter
verkar. Mera allmnt har marQ); = F - 7,.

Endast dggeneraliserade Grelsendngderna p;, har inte bedrts ovan. Med
hjalp av dessa kan Lagranges ekvationer, i det icke-dissipativa fallet (42), skrivas

B oL
B aQi7

Di 1=1,...,n. (65)

Det kan tanda att en viss generaliserad koordipahte ingar i Lagrangefunktio-
nen, fasty; ingar. DaardL/dq; = 0 och ur ekvation (65) frantyy & direkt att
motsvarande generaliseradgalsenangdar konstant:p; = konst. Koordinaten
q; kallas dacyklisk
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