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1 Inledning

Joseph Louis Lagrange (1763-1813) fann en metod som gör det m̈ojligt att enkelt
ta fram r̈orelseekvationerna för system med tv̊ang, d.v.s. system av på olika s̈att
sammanl̈ankade partiklar och stela kroppar. Metoden innebär att r̈orelseekva-
tionerna f̊as genom derivering av energiuttryck. Denär s̈arskilt anpassad till s̊a
kalladeholonomatvång. Dettäar, enkelt uttryckt, tv̊ang som man kan ta hänsyn
till genom att v̈aljakoordinaterpå lämpligt s̈att.

Lagranges metod̈ar s̈allan n̈odvändig f̈or problem med en enda partikel. Dess
styrka f̈or s̊adana problem ligger mest på det fundamentala planet. Praktiskt kom-
mer den b̈ast till sin r̈att för mekanismer, länkade system av stela kroppar. Men,
när Lagranges metod härleds f̈or ett godtyckligt partikelsystem̈ar det l̈att att tappa
orienteringen bland alla, till synes, oräkneliga summeringar och deriveringar som
görs. D̈arför härleder vi metoden för en enda partikel. Längre fram visas att ettN -
partikelsystem matematisk kan uppfattas som en partikel i ett rum av dimension
3N . Man kan d̊a återanv̈anda partikelḧarledningen nedan med små ändringar.

2 Generaliserade koordinater och tv̊ang

Läget f̈or en partikel i tredimensionella rummet kan anges genom att man ger
värdena p̊a tre stycken koordinater,

q1, q2, q3, (1)

somär specificerade p̊a n̊agot s̈att. Exempel̈ar kartesiska koordinater (x, y, z),
cylinderkoordinater (ρ, ϕ, z) och sf̈ariska koordinater (r, ϕ, θ). Lägesvektorn,r,
för partikeln kan d̊a ses som en funktion av dessa koordinater,

r = r(q1, q2, q3). (2)

Sådana godtyckliga koordinater kallasgeneraliserade koordinater. Det är inte
alltid man beḧover tre koordinater f̈or att ange partikelns läge. F̈or en plan par-
tikelpendel t.ex. beḧovs bara en vinkel (ϕ), för en partikel i ett horisontalplan
beḧovs bara tv̊a koordinater (x, y), o.s.v. Man s̈ager d̊a att man har (holonoma)
tvångoch partikelns l̈age ges avr(q1) eller avr(q1, q2). Det antal koordinater,n,
man beḧover kallas antaletfrihetsgrader. För en partikel kan allts̊a n vara noll,
ett, tv̊a eller tre (n = 0, 1, 2, eller 3). Vi skriver s̊aledes

r = r(q1, . . . , qn) = r(q) (3)

för lägesvektorn; enbartq st̊ar d̊a kollektivt för alla de beḧovliga koordinaterna.
Om s är antalet tv̊ang s̊a g̈aller att,

n = 3− s. (4)
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D.v.s antalet frihetsgradern är tre minus antalet tv̊ang s. Tre ḧar är rummets
dimensioner och ett tv̊angär en ekvation som inskränker partikelns r̈orelse. Om
partikeln exempelvis m̊aste vara p̊a konstant avståndR från origo g̈aller,

|r| = R. (5)

Denna ekvation̈ar ett tv̊ang och om den̈ar uppfylld återst̊ar två frihetsgrader –
partikel kan r̈ora sig p̊a ytan av en sf̈ar med radienR. Allmänt gestvångenav s
stycken samband

fk(r) = 0, k = 1, . . . , s, (6)

som man vet att partikelns läger måste uppfylla.

3 Kurvor, ytor och tangentvektorer

Det är intuitivt viktigt att först̊a att uttrycketr(q1) kan uppfattas som en pa-
rameterframsẗallning av enkurva (med parameternq1). Denna kurväar den en-
dimensionella ”m̊angfald” d̈ar partikeln kan r̈ora sig, i enlighet med tv̊angen (s =
2). Notera att entangetvektortill kurvan fås genom derivering

τ 1 =
∂r

∂q1

. (7)

På motsvarande sätt gerr(q1, q2) en parameterframställning av enyta. Ytan är
den tv̊a-dimensionella ”m̊angfald” som partikeln kan röra sig p̊a, i enlighet med
tvånget (s = 1). En yta har tv̊a tangentvektorer

τ 1 =
∂r

∂q1

, τ 2 =
∂r

∂q2

, (8)

se figur 1. Finns det inga tvång kan man ser(q) = r(q1, q2, q3) som en parametris-
ering av det tredimensionella rummet och motsvarande tre tangentvektorer,

τ i(q) =
∂r

∂qi

, i = 1, 2, 3, (9)

representerar de tre olika riktningar som man flyttar sig i när manökar qi och
samtidigt h̊aller de tv̊a övriga koordinaterna konstanta.

4 Generaliserade hastigheter

En partikels hastighetsvektor fås genom tidsderivering av lägetr = r(q, t). Denna
vektor ändrar sig i tiden d̈arför att de generaliserade koordinaternaqi = qi(t)
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Figur 1: En partikel,m, rör sig p̊a en (fix) ytar = r(q1, q2). De tv̊a vektorernaτ 1, τ 2 är
tangenter till ytan vidr(q1, q2). Partikelns bankurvar(t) = r(q1(t), q2(t)) visas ocks̊a.
Hastighetsvektornv är tangent till denna och då tvången (ytan)̈ar tidsoberoende (τ t = 0)
ligger hastighetsvektorn i det plan som spänns upp avτ 1, τ 2. Enligt (12) g̈aller ḧar v =
q̇1τ 1 + q̇2τ 2

ändrar v̈arde n̈ar partikel flyttar sig. Dock kan lägetäven bero explicit p̊a tiden
t. Man s̈ager d̊a att man har tidsberoende tvång (kurvor och ytor som rör sig).
Hastighetsvektorn kan alltså skrivas

v =
dr

dt
=

n∑

j=1

∂r

∂qj

dqj

dt
+

∂r

∂t
. (10)

Tidsderivatorna av de generaliserade koordinaterna,q̇i = dqi/dt, kallasgenerali-
serade hastigheter. Om vi inför beteckningen,

τ t(q, t) =
∂r

∂t
, (11)

och anv̈ander definitionen av tangentvektorer i ekvationerna (7) – (9), kan vi skriva

v =
n∑

j=1

q̇jτ j + τ t. (12)
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Notera att tangentvektorer, i allm̈anhet, beror p̊a q, och i det tidsberoende fallet
även p̊a t, s̊a att

τ i = τ i(q, t). (13)

Vår hastighetsvektor kan alltså skrivas

v(q, q̇, t) =
n∑

j=1

q̇jτ j(q, t) + τ t(q, t). (14)

Det viktigaär att observera att dess beroendet på degeneraliserade hastigheterna
q̇ är linj ärt. Detta inneb̈ar att derivatan

∂v

∂q̇i

= τ i(q, t) (15)

är oberoende av de generaliserade hastigheternaq̇. Notera att de tv̊a resultaten (9)
och (15), medv = ṙ, tillsammans ger

∂r

∂qi

=
∂ṙ

∂q̇i

= τ i, (16)

d.v.s. tv̊a s̈att att uttrycka tangentvektorerna. Det ser alltså ut som om man kan
”dividera bort prickarna”.

5 Rörelseekvationerna

Rörelseekvationerna för en partikel ges av

ṗ = F , (17)

där p = mv är rörelsem̈angden. Denna vektorekvation har ju i allmänhet tre
komponenter l̈angs l̈ampliga basvektorer. Om vi har tvång s̊a beḧovs ju bara en
ekvation per generaliserad koordinatqi. Antalet r̈orelseekvationer som behövsär
alltså lika med antalet frihetsgrandern.

När man v̈al valt sina generaliserade koordinaterqi lämpligtär i allmänhet de
bästa basvektorerna tangentvektorernaτ i. Om man allts̊a projicerar vektorekva-
tionen (17) p̊a den tangentvektorerna fåsn stycken r̈orelseekvationer som̈ar an-
passade till den generaliserade koordinaterna. Dessa projicerade rörelseekvationer
kan skrivas

ṗ · τ i = F · τ i, i = 1, . . . , n, (18)

med hj̈alp av skal̈arprodukten.
Märk att dettaär analogt med att titta på komponenterna av accelerationen

och kraften l̈angs s̊a kallade ”r̈orliga” basvektorer. T.ex. i cylinderkoordinatfallet
är dessaeρ(ϕ), eϕ(ϕ) och förfarandet ger komponenterna av rörelseekvationen
längs den radiella och den transversella (eller azimutala) riktningen. Notera dock
attτ i inte beḧover vara enhetsvektorer; detta spelar ingen roll i sammanhanget.
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6 Lagranges metod

Att explicit få fram r̈orelseekvationerna med hjälp av formel (18) kan vara ganska
besv̈arligt. Lagrange kom p̊a en elegant genväg till dessa projicerade rörelseekva-
tioner. Man kan f̊a deras v̈ansterled genom att derivera rörelseenergin p̊a ett
speciellt s̈att. Vi skall nu visa att,

ṗ · τ i =
d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
−

(
∂T

∂qi

)
, (19)

därT är den kinetiska energin. Vi gör detta genom att i tur och ordning studera de
två termerna i ḧogerledet.

Den kinetiska energin kan skrivas

T =
1

2
mv · v (20)

och s̊aledes f̊as

∂T

∂q̇i

=
1

2
m

∂

∂q̇i

v · v =
1

2
m

(
∂v

∂q̇i

· v + v · ∂v

∂q̇i

)
= mv · ∂v

∂q̇i

= p · τ i, (21)

där vi anv̈ant p = mv och ekvation (15) i sista steget. Om vi nu tidsderiverar
detta f̊as

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
=

d

dt
mv · τ i = m

dv

dt
· τ i + mv · dτ i

dt
= ṗ · τ i + p · dτ i

dt
, (22)

men
dτ i

dt
=

d

dt

∂r

∂qi

=
∂

∂qi

dr

dt
=

∂v

∂qi

(23)

eftersom man f̊ar byta ordning p̊a de tv̊a deriveringarna. Sammanfattningsvis har
vi f ått

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
= ṗ · τ i + p · ∂v

∂qi

. (24)

Kan vi bli av med den sista termen här får vi något somär projektionen av̇p på
τ i.

För att f̊a fram ekvation (19) beräknar vi nu den andra termen i högerledet. Vi
får,

∂T

∂qi

=
1

2
m

∂

∂qi

v · v =
1

2
m

(
∂v

∂qi

· v + v · ∂v

∂qi

)
= mv · ∂v

∂qi

= p · ∂v

∂qi

, (25)

och vi ser genast att om dettta subtraheras från (24) f̊asṗ ·τ i, vilket skulle bevisas.
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7 Generaliserade krafter

Vi har allts̊a visat att r̈orelseekvationerna, enligt (18) och (19), kan skrivas

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
−

(
∂T

∂qi

)
= F · τ i (26)

Om vi nu definierar degeneraliserade krafterna

Qi = F · τ i (27)

får vi följande uttryck f̈or den rörelseekvationerna

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
−

(
∂T

∂qi

)
= Qi i = 1, . . . , n. (28)

Dettaär den mestgenerella formenavLagranges r̈orelseekvationer.
Hur skall man f̈orst̊a de generaliserade krafterna? Vi antar ju att partikelns

läge kan skrivasr = r(q, t). En liten f̈orflyttning av partikeln ges d̊a av

dr =
n∑

j=1

∂r

∂qj

dqj +
∂r

∂t
dt =

n∑

j=1

τ jdqj + τ tdt (29)

Arbetet som kraften uträttar p̊a partikelnär allts̊a

dW = F · dr = F ·



n∑

j=1

τ jdqj + τ tdt


 . (30)

Med hj̈alp av (27), och beteckningen

Qt = F · τ t, (31)

fås nu att

dW =
n∑

j=1

Qjdqj + Qtdt. (32)

Således f̊as att dengeneraliserade kraftenQi ges av att

dWi = Qidqi (33)

är detarbetesom utr̈attas p̊a partikeln omqi ökas meddqi medan dëovriga q:na
och tiden h̊alls konstanta.
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8 Konservativa krafter

Om arbetetW , åtminstone lokalt,̈ar en funktion avq ocht, s̊a att man kan skriva,

W = W (q, t), (34)

gäller attdifferentialenavW definitionsm̈assigtär

dW =
n∑

j=1

∂W

∂qj

dqj +
∂W

∂t
dt. (35)

Jämför man detta uttryck med (32) och sätterdW = dW , kan man omedelbart
identifiera koefficienterna framför koordinatdifferentialerna och få att

Qi =
∂W

∂qi

. (36)

Observera att i detallmänna fallet g̈aller detta ej. Det infinitesimala arbetetdW
är normalt inte en differential av en funktion avq och t utan beror̈aven p̊a t.ex.
hastigheterna.

Om kraften p̊a partikelnärkonservativså g̈aller att arbetet p̊a partikeln ges av
minus den potentiella energifunktionen

V (q, t) = −
∫ r(q, t)

r0

F · dr. (37)

Notera att integralen ḧar måste vara oberoende av integrationsvägen mellan en
(godtycklig fix) startpunktr0 och slutpunktenr(q, t) för att definiera en funktion
av slutpunkten. N̈ar detta g̈aller får man att arbetet ges av

W (q, t) = −V (q, t). (38)

Jämför vi nu med equation (36) får vi att dengeneraliserade kraften

Qi = −∂V

∂qi

. (39)

När kraftenärkonservativ̈ar s̊aledes den generaliserade kraftenQi minus partiella
derivatan av potentiella energin med avseende på qi.

9 Lagrangefunktionen

I det konservativa fallet har vi alltså att r̈orelseekvationerna (28) kan skrivas

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
−

(
∂T

∂qi

)
= −∂V

∂qi

i = 1, . . . , n. (40)
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Bildar man nu funktionen

L = L(q, q̇) = T (q, q̇)− V (q), (41)

den s̊a kalladeLagrangefunktioneneller Lagrangianen, ser man att dessa ekva-
tioner kan skrivas

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−

(
∂L

∂qi

)
= 0 i = 1, . . . , n. (42)

Denna eleganta form av rörelseekvationerna som ofta kallasEuler-Lagranges ek-
vationergäller allts̊a om krafternäar konservativa.

Euler-Lagranges ekvationer kan fås ocks̊a p̊a ett fundamentalt annorlunda sätt.
Det visar sig att dessa evationer gäller om den s̊a kalladeverkan,

S[q(t)] =
∫

L(q, q̇) dt, (43)

somär en funktional av bankurvanq(t), minimeras av den verkliga banan som
partikeln f̈oljer. Detta kallasminsta verkans princip.

10 Hastighetsberoende krafter

I f örra avsnittet visade vi att en LagrangefunktionL(q, q̇) kan införas i fallet att
krafternaär konservativa och har en potentiell energiV (q). Om krafterna d̈aremot
är hastighetsberoende fungerar detta ej. Om de hastighetsberoende krafternaär
dissipativa (friktion) och omvandlar mekanisk energi till värmeär det inte mycket
att g̈ora. Vissa k̈anda hastighetsberoende krafter uträttar emellertid inget arbete:
Lorentzkraftenpå en partikel med laddninge från ett magnetf̈alt B,

F L =
e

c
v ×B, (44)

(Gaussiska enheter,c är ljushastigheten) ochCorioliskraften,

F C = 2mv × ω, (45)

på en partikel i ett referenssystem som roterar med vinkelhastighetsvektornω.
Dessa krafter p̊averkar inte energins bevarande; eftersom deär vinkelr̈ata mot
hastigheten utr̈attar de inget arbete. Det visar sig att man kan definiera en La-
grangefunktion

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q, q̇) (46)
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vars r̈orelseekvationer (42) innehåller s̊adana krafter. FunktionenU(q, q̇) kallas
då arbetsfunktion. Som man inser av det föreg̊aende,̈ar kravet f̈or att detta skall
fungera att uttrycken,

Qi =
d

dt

(
∂U

∂q̇i

)
−

(
∂U

∂qi

)
, (47)

skall ge de r̈atta generaliserade krafterna. För en partikel utan tv̊ang beskriven
med kartesiska koordinater måste allts̊a, Qi = Fi, (i = 1, 2, 3 = x, y, z), helt
enkelt vara de kartesiska komponenterna av kraften. Vi tittar nu på de tv̊a fallen
var för sig.

10.1 Partikel i elektromagnetiskt fält

En partikel som har laddningene och som r̈or sig under inverkan av ett yttre
elektriskt och magnetiskt fält kan beskrivas med Lagrangefunktionen

L(r, ṙ, t) =
1

2
mṙ2 − e

(
Φ(r, t)− 1

c
ṙ ·A(r, t)

)
. (48)

Här ärΦ den elektriska potentialen ochA den s̊a kallade vektorpotentialen. Deär
definierade s̊a att de elektriska och magnetiska fälten ges av,

E = −∇Φ− 1

c

∂A

∂t
, (49)

B = ∇×A. (50)

Arbetsfunktionen blir i detta fall

U(r, ṙ, t) = e
(
Φ(r, t)− 1

c
ṙ ·A(r, t)

)
(51)

och efter lite r̈akningar f̊ar man att r̈orelseekvationernasx-komponent,

d

dt

(
∂T

∂ẋ

)
−

(
∂T

∂x

)
=

d

dt

(
∂U

∂ẋ

)
−

(
∂U

∂x

)
, (52)

blir
mẍ = eEx +

e

c
(ẏBz − żBy). (53)

De tre komponenterna tillsammans kan således sammanfattas i vektorekvationen

mr̈ = eE +
e

c
ṙ ×B. (54)

Detta är rörelseekvationen för en laddad partikel under inverkan av ett elektro-
magnetiskt f̈alt.
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10.2 Partikel i accelererat referenssystem

Antag att vi v̈aljer att studera r̈orelsen f̈or en partikel i ett accelererat referenssys-
tem. Systemet kan ha entranslationsaccelerationa0 relativt inertialsystemen.
Det kan ocks̊a rotera medvinkelhastighetsvektorω. Vi l ägger koordinatsystemet
i det accelererade systemet så att origo ligger p̊a rotationsaxeln. I den elementära
mekaniken f̊ar man fram r̈orelseekvationerna i detta accelererade system med
hjälp av Coriolis teorem.

Det framg̊ar d̊a att translationsaccelerationen ger upphov till en fiktiv kraft,

F a = −ma0, (55)

somär av samma karaktär som tyngdaccelerationen. Denna har en potentiell en-
ergi

Va(r) = ma0 · r. (56)

Rotationen kr̈aver tre stycken fiktiva krafter:

F r = −mω × (ω × r) = mω2r⊥, (57)

F t = mr × ω̇, (58)

F C = 2mv × ω. (59)

Den första kallascentrifugalkraftoch är riktad radiellt (vinkelr̈att) ut fr̊an rota-
tionsaxeln. Centrifugalkraften har en potentiell energi

Vr(r) = −1

2
m(ω × r)2 = −1

2
mω2r2

⊥. (60)

Den andra uppträder bara om vinkelhastigheten inteär konstant i tiden. Den tredje
är den ovan n̈amnda, icke arbetande, Corioliskraften.

Rörelseekvationerna för en partikel i ett s̊adant accelerande system kan fås ur
följande Lagrangefunktion

L(r, ṙ, t) =
1

2
mṙ2 − U(r, ṙ, t) (61)

där arbetsfunktionen ges av

U(r, ṙ, t) = V (r, t) + Va(r, t) + Vr(r, t)−mṙ · (ω × r), (62)

d.v.s.

U(r, ṙ, t) = V (r, t) + ma0(t) · r − 1

2
m[ω(t)× r]2 −mṙ · [ω(t)× r]. (63)
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Här ärV (r, t) potentiella energin f̈or de verkliga konservativa krafter som verkar
på partikeln betraktad från ett inertialsystem. R̈orelseekvationerna svarande mot
denna Lagrangefunktion blir

mr̈ = −∇V + F a + F r + F t + F C . (64)

Här föruts̈atts att l̈aget,r, hastigheten,̇r, och accelerationen,̈r, mäts relativt det
accelererade systemet och att origo för lägesvektorn,r, måste ligga p̊a rotations-
axeln.

11 Generaliserade storheter

Följande generaliserade storheter införs i Lagrangeformalismen

• Generaliserade koordinater:qi

• Generaliserade hastigheter:q̇i = dqi

dt

• Generaliserade krafter:Qi = −∂V
∂qi

ellerQi = d
dt

(
∂U
∂q̇i

)
−

(
∂U
∂qi

)

• Generaliserade rörelsem̈angder:pi = ∂L
∂q̇i

Uttrycken f̈or de generaliserade krafterna föruts̈atter att inga dissipativa krafter
verkar. Mera allm̈ant har manQi = F · τ i.

Endast degeneraliserade r̈orelsem̈angderna, pi, har inte ber̈orts ovan. Med
hjälp av dessa kan Lagranges ekvationer, i det icke-dissipativa fallet (42), skrivas

ṗi =
∂L

∂qi

, i = 1, . . . , n. (65)

Det kan ḧanda att en viss generaliserad koordinatqi inte ing̊ar i Lagrangefunktio-
nen, fastq̇i ingår. Då är ∂L/∂qi = 0 och ur ekvation (65) framg̊ar d̊a direkt att
motsvarande generaliserade rörelsem̈angdär konstant:pi = konst. Koordinaten
qi kallas d̊acyklisk.
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