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Mekanik bk och I, 5C1103-30, f̈or I1 och BD1, 2007 05 09, kl 08.00-12.00

Lösningar till problemtentamen

Uppgift 1: En partikel iA med massam hänger i tv̊a lika långa tr̊adar f̈asta i punkternaB respektive
C på samma ḧojd och p̊a avst̊andeta från varandra. En vind blåser vinkelr̈att mot linjenBC och
påverkar partikeln med en horisontellt riktad kraftF . Partikel är d̈arför förskjutena/4 åt sidan
om linjen och befinner avståndeta under det horisontalplan där punkternaB ochC ligger. Med
koordinatsystemet i figuren har punkterna koordinaternaA : (a/4, 0,−a), B : (0,−a/2, 0), C :
(0, a/2, 0) och kraften fr̊an vinden̈ar i x-riktningen. Ber̈akna beloppet av spännkraftenS i trådarna
(samma i b̊ada av symmetrisk̈al) och kraftenF från vinden.
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Figur 1: Systemet i Uppgift 1. De fyra krafter som verkar på partikelnär utritade.

Lösning 1:Trådarna g̊ar frånrA = (a/4, 0,−a) till rB = (0,−a/2, 0) respektiverC = (0, a/2, 0).
Det betyder att sp̈annkrafterna i tr̊adarna kan skrivas,

S eAB = S(rB − rA)/|rB − rA|, (1)

S eAC = S(rC − rA)/|rC − rA|, (2)

där S är det s̈okta beloppet. Man får att (rB − rA) = (−a/4,−a/2, a) och (rC − rA) =
(−a/4, a/2, a). Således̈ar |rB − rA| = |rC − rA| =

√
21a/4. Då är allts̊a enhetsvektorneAB =

(−1,−2, 4)/
√

21 och eAC har samma komponenter förutom omv̈ant tecken p̊a y-komponenten.
Jämviktsekvationen

F + mg + S eAB + S eAC = 0

har d̊a komponenterna,

(x) : F − S/
√

21− S/
√

21 = 0, (3)

(z) : −mg + 4S/
√

21 + 4S/
√

21 = 0. (4)

Dessa ekvationer gerSvar: Sp̈annkraftbeloppeẗarS =
√

21mg/8 och sedan f̊asF = mg/4.



Uppgift 2: En partikel med massam är fäst i en tr̊ad av l̈angdR vars andräande sitter fast i en fix
punktO. Med tr̊aden str̈ackt och riktad vertikalt upp̊at ges partikeln en horisontell fartv0 =

√
gR.

Ber̈akna beloppet av totala kraftenF på partikeln n̈ar tr̊aden blivit horisontell.
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Figur 2: Systemet i Uppgift 2. Krafterna i det horisontella läget, tyngdkraftenmg och sp̈annkraften
S, i tråden,̈ar utsatta.

Lösning 2: Fartenv för partikeln i det horisontella läget f̊as med hj̈alp av energins bevarande,

1
2
mv2

0 + mgR =
1
2
mv2,

till,

v =
√

v2
0 + 2gR =

√
3gR,

då v2
0 = gR. KraftekvationenF = ma i det horisontella l̈aget, delas upp i naturliga komponenter.

Då ṡ = v, ochρ = R, ger detta,

(et) : mg = ms̈, (5)

(en) : S = m
v2

R
. (6)

Medv =
√

3gR fås allts̊aS = Fn = 3mg. För beloppet av kraften fås s̊aledesF =
√

F 2
t + F 2

n =√
(mg)2 + (3mg)2. Detta ger

Svar:
F =

√
10mg



Uppgift 3: En partikel med massam hänger i en l̈att fjäder med styvhetk. Fjäderns naturliga längd
är `. Hur mycket l̈angreär fjädern n̈ar partikeln ḧanger i j̈amvikt? N̈ar partikelnär i vila ges den
plötsligt en fartv0 ned̊at. Ber̈akna maximala v̈ardet f̈or den ytterligare f̈orlängning som fj̈adren f̊ar
i den efterf̈oljande r̈orelsen.
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Figur 3: Den statiska, initiala, förlängningen betecknas∆`. Den maximala f̈orlängningen i den
fortsatta r̈orelsen̈ar lika med amplitudenA i den efterf̈oljande sv̈angningsr̈orelsen.

Lösning 3: Den statiska f̈orlängningen ges avFx = 0 dvs. mg − k∆` = 0, s̊a att f̈orlängningen i
jämviktsl̈agetär∆` = mg/k.

Flyttas nu origo till j̈amviktsl̈agetO′ blir rörelseekvationen,

mẍ′ = −kx′.

Denna har den allm̈anna l̈osningenx′(t) = A sin(ωnt + φ), där ωn =
√

k/m, med begynnel-
sev̈ardenx′(0) = 0 ochẋ′(0) = v0. Det första villkoret gerφ = 0 och det andra ger då,

ẋ′(t) = Aωn cos(ωnt),

attv0 = Aωn. Detta ger den maximala ytterligare förlängningenA = v0/ωn:

Svar: ∆` = mg/k respektiveA =
√

m/k v0.

Man kanäven r̈akna utA med hj̈alp av energins bevarade:

1
2
mv2

0 +
1
2
k(∆`)2 = 0−mgA +

1
2
k(∆` + A)2.

Med∆` = mg/k ger lite algebra att,12mv2
0 = 1

2kA2, vilket leder till samma svarA =
√

m/k v0.



Uppgift 4: En partikel r̈or sig p̊a insidan av en glatt kon (strut). Konens axelär vertikal och om den
väljs till z-axel har konen ekvationenz = r, i cylinderkoordinater (r =

√
x2 + y2 ). Toppvinkeln

är allts̊a 90◦ och origoär i spetsen. Vidt = 0 befinner sig partikeln vidr = R med ṙ = 0 och
θ̇ = ω. Ber̈aknaω om banan̈ar en cirkelbana (r = R =konstant). Uttryckṙ2 som funktion avr
om banan intëar en cirkelbana.
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Figur 4: Till vänster visas en crikelbana med radienR som en streckad linje och de krafter som
verkar p̊a partikeln. Till ḧoger illustreras krafterna i det plan som innehåller partikeln ochz-axeln.

Lösning 4: Till h öger i figuren ser man att,mg − N/
√

2 = 0, och att normalkomponeneten av
kraften i cirkelbanan̈ar Fn = N/

√
2 = mg. Cirkelbanehastigheten̈ar ju v = Rω. Med naturliga

komponeneter f̊as d̊a:

Fn = man ⇔ mg = m
(Rω)2

R
.

Alltså är det f̈orsta
Svaret:

ω =
√

g

R
.

Sedan noterar man att både energinE = T +V och r̈orelsem̈angdsmomentetsz-komponentHz

är bevarade. I det första fallet f̈or att krafternäar konservativa och i det andra fallet för att krafterna
inte har n̊agot momentMz med avseende påz-axeln.

Vi f år först att
Hz = mr2θ̇ = mR2ω = konst.

och sedan att
1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + ż2) + mgz = E.

Dåz = r på konens yta d̈ar partikeln befinner sig̈ar ṙ = ż ochmgz = mgr. Vidare gerHz att

θ̇ =
R2ω

r2
.

Detta s̈atts in i uttrycket f̈or E så att z, ż och θ̇ elimineras. Begynnelsevärdena ger sedan att
E = 1

2mR2ω2 + mgR. Lös utṙ2. Lite räkningar [anv̈and att(R2 − r2) = (R− r)(R + r)] ger nu

Svaret:

ṙ2 = (R− r)

[
g − R2ω2

2r2
(R + r)

]
.



Teoritentamen

Uppgift 5: Formulera Newtons tre rörelselagar samt Newtons gravitationslag.

Svar: För de tre r̈orelselagarna, se Nybergs teoribok sidorna 165 - 168. Newtons gravitationslagär

F =
GmM

r2

där F är attraktionskraften mellan två kroppar med massornam och M , och d̈ar r är avst̊andet
mellan dem.

Uppgift 6: Skriv upp kinetiska energin,T = 1
2mv2, för en partikel uttryckt i cylinderkoordi-

nater och deras tidsderivator.

Svar:
T =

1
2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + ż2)

Uppgift 7: Formulera Keplers tre lagar för planetr̈orelse.

Svar: Se Nybergs teoribok sidan 249.

Uppgift 8: Visa att det finns tre kvalitativt olika typer av fri dämpad sv̈angning genom att ställa upp
och lösa karakẗaristiska ekvationen.

Svar: Se Nybergs teoribok, sidorna 272-274.
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