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Riakneproblem

Uppgift 1: En pendel bestar av en smal homogen stav AB, med langd 2R. Den kan
svinga fritt, i ett vertikalplan, kring en led i A. Denna led kan glida med férsumbar
friktion pa en fix vertikal cirkelring av radie R. Ringen har mittpunkt i O och ligger i
samma vertikalplan som staven kan svanga. Tag fram Lagrangefunktionen L =7 — V och
de exakta rorelseekvationerna for systemet.

\

Losning 1: Med utnyttjande av cylinderkoordinat-basvektorer ges lidget for masscentrum
hos staven ges av rg = Re,(0) + Re,(p). Hastigheten &r da vg = Rfe,(0) + Roe,(¢).
Da fas for

Vg =vg v =R (02 + ¢ + 200 e,(0) - e,(p)) = B? (67 + 9% + 20 cos(0 — ) .

Kinetiska energin 7 = $movZ + £J¢? fas da till T = SmR? (92 + %gbz + 20¢ cos(f — 90)),
eftersom J = mR?/3. Potentiella energin blir V = —mgR (cos(f) + cos()), sa Lagrange-
funktionen ar (Svar:)

L=(1/6)mR [R (3(92 + 4¢? + 60¢ cos(0 — go)) + 6g (cos(0) + cos(w))} :

Med féljande delresultat

Py = g_; — mR? <§¢ + 0 cos(f — @))

P = % = mR2 (9 + ¢ cos(f — @))

_g_i — _mR (Régb sin(6 — ) — gsin(sa))
_g_f; — —mR (—Récp sin(f — @) — gsin(so))

: . . . d 8L oL __ d 8oL _ OL _ . .
fas slutligen att rorelseekvationerna T 0E ~ 0p = 0 och g 08~ 0 = 0 blir respektive

Svar: 4¢ + 30 cos(f — ) — 302 sin(f — ) + 3% sin(yp) = 0,

0 4 pcos( — @) + @?sin(f — ) + %sin(&) =0.



Uppgift 2: Berdkna egenmodernas vinkelfrekvenser om man kan antaga sméa svingningar
hos samma system som i uppgift 1.

Lo6sning 2: Behaller man upp till kvadratiska termer i L ovan (uppgift 1) far man
Lo 4, j . 1 2 2
L—§mR (9 +§QO —|—20<,0>—§ng(0 +<,0)

Detta betyder att M- och K-matriserna blir

B of 1 1 - 10
M—mR(1 4/3>,K—ng<0 1)

Sekularekvationen blir da (efter att mR foérkortats bort)

—Rx+g —Rzx

“Re —(4/3)Rx+g | "

det(—Mz + K) = ‘

och roten ur dess rotter ar Svar:



v

2a

Uppgift 3: Sex stycken likadana smala homogena stavar har langd 2a och ar hopfogade
med leder i &ndarna sa att de bildar en plan sexkant. Initialt ar sexkanten regelbunden
(alla vinklar lika) och i vila. En av sidorna (stavarna) tréffas da av en stétimpuls mitt pa
som &r vinkelrdt mot sidan och ligger i sexkantens plan. Antag att denna sida far farten
v. Hur stor fart far den motsatta sidan? (Ledning: pa grund av symmetrin har problemet
bara tva frihetsgrader och lampliga generaliserade koordinater ar x och ¢.)

Losning 3: Stangen som stots till far masscentrumhastighet v = vg1 = & och ingen
vinkelhastighet. Genom att derivera liget for masscentrum for de Gvriga stdngerna far man
deras masscentrumhastigheter. Lagena ges av

))elh
rcas = (x + 3acos(p))e, = (a + asin(p))ey,
rge = (r + 4acos(p))ey

rGos = (z + acos(p))ey = (a+ asin(p

Hastigheterna blir da

vG23 = (& — apsin(p))es £ (a@ cos(p))ey,

vaas = (T — 3apsin(y))e, £ (ap cos(p))ey,

vae = (& — dagsin(p))e,

Kinetiska energin ar, T" = %m Z?:l véi + 4%J ¢? ty bara fyra av stavarna roterar (med
vinkelhastigheten ). Har ar J = mTa? Vi behover ju bara kinetiska energin vid det initiala

liget som ges av ¢ = 7/6 och cos(7/6) = v/3/2, sin(r/6) = 1/2, Efter forenkling fas att
kinetiska energin da ar Ty = 3ma? + ?ma%f — 6mazp. Lagranges ekvationer for stot ger

nu
Ty Ty . )
_— — _— frd — — g I(E
(a:'c)f (a:'c>i bm(# = ag) =0

Ty Ty _ .40 . .
(3—9b>f_<8—<,b>i_ma< 6z + 3acp> 0=0

Har ar I, stotimpulsen pa staven till vanster i figuren. Ur dessa ekvationer fas

. 101,
V=g =
33m
. 3l
v= 22ma

for vardena direkt efter stoten. Satts dessa in i ekvationen for vgg ovan fas Svar: vgg =
v/10.



Idéproblem:

Uppgift 4: Eulers dynamiska ekvationer for en stel kropp ar ekvationer for vinkelhastighetens
komponenter langs kroppsfixa huvudaxlar. Dessa kan skrivas

Jiwr + (J3 — Jo)waws = Mj,
Jows + (J1 — J3)wswr = Mo,
J3dj3 + (JQ — Jl)W1WQ = Mg.

Antag att momentvektorn ar noll samt att J; = Js, dvs. att kroppen ar en fri symmetisk
snurra, och 16s dessa ekvationer.

Uppgift 5: Serieutveckla potentiella energin V (g, ..., g,) for ett system av n frihetsgrader
till och med termer av andra graden. Vad skall géilla for termerna i denna utveckling om
approximationen ‘sméa svingningar’ skall vara meningsfull?

Uppgift 6: Antag att troghetstensorn ar kdnd med masscentrum som momentpunkt
(origo). Vi behover nu troghetstensorn m.a.p. en annan momentpunkt med koordina-
terna (X,Y,Z) i masscentrumsystemet. Berdkna denna d.v.s. hérled Steiners sats for
troghetstensorn.

Alla idéproblem kan l6sas med hjalp av litteraturen.
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