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Rakneproblem

Uppgift 1: Pa en fix rak smal horisontell axel PQ ar tva likadana stidnger, AB och
CD, monterade. Bada har massan m och ldngden a. De kan rotera i varsitt fixt ver-
tikalplan vinkelrdtt mot PQ. Lagren vid A och C' kan rotera fritt kring axeln P(Q, men
ar forenade med en torsionsfjdder som ar ospénd néar stangerna ar parallella. Nar vinkeln
mellan stdngerna &r 6 ges energin i torsionsfjidern av %KGQ. Antag att kK = 2mga. Berdkna
egenvinkelfrekvenserna for systemet vid sma svéngningar kring jamviktslaget. Ange kvali-
tativt vilken typ av rorelse de tva vinkelfrekvenserna svarar mot.

Losning 1: Kinetiska energin blir

och potentiella energin blir, kK = 2mga,

1 1
V= —mg§a (cos p1 + cos pa) + §2mga(gpl — @2)2.

Eftersom vinkeln mella stavarna ar 6 = @1 — 2. Den kvadratiska approximationen blir da&,
bortsett fran den konstanta termen som kastas bort,

1 5 5
V= ymga (580% + §<P% —2p12 — 2902<P1>

Alltsa fas sekularekvationen
1 [w? 0 5/2 -2
(5 ) (% k)
Detta ger (—aw?/3 +5¢/2)% — 4g® = 0 sa att
Svar: vinkelfrekvenserna blir wy = 3 %% och wy = ,/%%.

Den hégre vinkelfrekvensen wy svarar mot svangning i motfas med torsionsfjadern aktiv.
Den ldgre mot svangning med parallella stavar enbart under inverkan av tyngdkraften.



Uppgift 2: Fyra likadana stanger (massa m, lingd a) ar hopledade i &ndarna sa att de
bildar en plan fyrsiding (en romb). Denna mekanism ligger i vila med alla vinklar réta
(kvadrat) pa ett plant horisontellt underlag nér den traffas av en stétimpuls I parallell med
kvadratens diagonal. Berdkna stédngernas vinkelhastighet omedelbart efter stoten.

4

L6sning 2: Symmetrin gor att problemet har tva frihetsgrader och generaliserade koordi-
nater, x, @, véljs enligt figuren. Vi behover kinetiska energin. Légena for masscentra ges
av

ra1z = [0 F (0/2) cosgles + [(a/2) singley,
ra3a = [ F (a/2) cos ple, — [(a/2)sinpley,

Hastigheterna blir da

ve12 = [& £ (a/2)@single, + [(a/2)@ cos pley,
vasa = [i £ (a/2)¢ sin e, — [(a/2)pcos ey,

11

Kinetiska energin ar, T' = %m Z?:l v, + 43 ﬁmaZQbQ, enligt Konings teorem. Forenkling

ger
2
T = 2mi? + gma2gb2.
Vi behover de generaliserade stotimpuserna I, I,. Vi har att arbetet som kraften utrattar
kan skrivas 0W = Q,dx + Q,dy. Har ar

or

Qa:F‘aqa

dér r = (x — acos p) e, ar kraftens angreppspunkt. Detta ger @, = F, och Q, = Fpasin ¢
sa att de generaliserade stétimpulserna blir I, = I och I, = Iasin ¢.

Vi behéver ju bara véirdena vid det initiala ldget som ges av ¢ = m/4 och cos(n/4) =
1/4/2. Lagranges ekvationer for stot ger nu

orT
or 4 a
— = —ma‘p = —1
op 3 4 V2
Ur den andra av dessa ekvationer fas
37
Svar: ¢ =

4\/§ma'



Uppgift 3: Ena édndpunkten B av en rak stang AB med ldngden ¢ ar fast i centrum
av en homogen tunn cirkulér skiva med radien r sa att stangen &r vinkelrdt mot skivan.
Den andra dndpunkten A av stangen &r med en led, som medger fri vridbarhet i alla
riktningar fast vid en fix punkt. Skivan rullar utan glidning pa ett horisontellt plan belaget
pa avstandet r nedanfér A. AB &r alltsa horisontell. Skivans massa &r m och stangens
massa kan forsummas.

Bestam skivans tryck mot horisontalplanet om AB roterar med konstant vinkelhastighet
wo kring vertikalen genom A.

Losning 3: I lampligt valt Resalsystem géller att vinkelhastighetsvektorn for skivan, med
hénsyn taget till rullningsvillkoret, blir

w=wpey — ({/r)wo ey
Resalsystemets vinkelhastighet ges av
wp = Wo 62B.

Vi anvander nu
M 4 = (mgl — N{)eP

och att
Ly=Jw= J1w0€2B -+ Jg[*(f/r)wg]ef

med J; = mf? + mr?/4 samt J3 = mr?/2. Dessutom ir

d dB
—Ljs=—0L Ly.
1 A q A+ wp XLy

B
Da C(li—tL 4 = 0 ger detta, efter lite algebra, att
—mrlwd /2 = mgl — N
och om N l6ses ur detta fas

Svar: N = mg + mrw? /2.



Idéproblem:

Uppgift 4: En form av Lagranges ekvationer ar

aor or_
dt 8¢, 0qa B

Qa-

Storheterna @, ar de generaliserade krafterna. Visa att dessa i det konservativa fallet kan
skrivas

ov

Qa - _8qa

dar V ar den potentiella energin.
Uppgift 5: De sa kallade Euler-Lagranges ekvationer,

aor on_
dt 94, 0qa -

galler om systemets rorelse uppfyller minsta verkans princip:
to .
35la() = 8 [ Lia(t), d(t))de = o,
1

Visa dettal

Uppgift 6: En kropp med formen av en liksidig triangel har konstruerats av tre smala
homogena stédnger, med langden £ och massan m, som hopfogats i sina &ndpunkter. Berdkna
troghetstensorns komponenter for ett huvudaxelsystem med origo i masscentrum.

Losning 6: Ligg triangeln i xy-planet med origo i dess masscentrum. Da ar

J.=3|=me 4 <1h)2
TR TS
dir h &r hojden i den liksidiga triangeln med sidan £. Denna ges av h = v/3(/2 s att

1
J, = §m€2.

Enligt tunna satsen och symmetrin fas sedan att

1 1,
Jw—Jy—§JZ—Zm£

och da koordinatsystemet ar ett huvudaxelsystem ger detta hela troghetstensorn.
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