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Rakneproblem

Uppgift 1: En metallring har massa M och radie R. En punkt pa dess periferi &r upphéngd
ien fix punkt O. I O finns ett lager sa att ringen kan svénga i ett vertikalplan med férsumbar
friktion kring en mot ringens plan vinkelrdt och horisontell axel. Pa ringen kan en pérla
glida med forsumbar friktion. Parlan har massan m. Berékna vinkelfrekvenserna fér sma
svangningar kring jamviktslaget for denna dubbelpendel.
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Losning 1: Kinetiska energin blir
1 2.0 L 9
T = - (2MR*$7] + —mv?)
2 2
dér r = Re,(¢1) + Re,(p2) sa derivering och kvadrering ger
v? = R*(¢F + @3 + 2 cos(p1 — 02)@192),

sa alltsa ar

2

i den kvadratiska approximationen. Potentiella energin blir

1 2M
T ~ ~mR? Kl + W) O3+ 2+ 295?1@2} ;

1 M
V = —MgRcos 1 —mgRlcos p1 + cospo] & Vo + 5mgR Kl - m> 02+ wg} :

Alltsa fas sekularekvationen

52 1+2M/m 1 1+M/m 0 \|
|mR:p< 1 1 +mgR 0 1 =0

Detta ger

Svar: vinkelfrekvenserna blir wy = (/5% och wy = /M



Uppgift 2: Ett cykelhjul, med med massa m och troghetsmoment J med avseende pa
sin symmetriaxel, &r monterat pa en latt horisontell axel OB med ldngden ¢. Hjulet kan
betraktas som tunt. Axeln OB roterar kring vertikalen med vinkelhastigheten €2 och hjulet
roterar kring symmetriaxeln O B med vinkelhastigheten w. Pa avstandet a fran en fix kulled
i O passerar OB genom en liten vélsmord hylsa A som paverkar axeln OB med en kraft
som &r vinkelrdt mot axeln. Berdkna denna kraft till storlek och riktning.
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Losning 2: Detta problem dr samma som Example 5.4 sid. 84 i Chapter 5 (Three dimen-
sional motion of rigid bodies). Byt bara d mot a och ¢ mot w.

Svar: F = ™% st (om positivt, annars nerat forstass).
a



Uppgift 3: En kloss med massan M kan glida langs ett rakt glatt horisontellt spar. Fran
klossen hanger en stang, med massa m och langd a, i sin ena &nde. Denna &r ledad i klossen
sa att stangen kan rotera i ett vertikalplan som innehaller sparet. Néar systemet ar i vila
slas stangen till i sin mittpunkt sa att den far en stotimpuls I parallell med sparet. Berdkna
klossens fart och stangen vinkelhastighet omedelbart efter slaget.

Losning 3: Kinetiska energin blir

1 o 1 a* 5 1
T = §(M+ m)y* + —m—¢° + —mayp cos p.

2 3 2

Arbetet for den kraft F'(t) som tidsintegrerad ger I kan skrivas
SW = 6W, + 6W,, = Qudy + Qudy = Fdy + nggp
sa att Qy = F och Q, = (a/2)F. De generaliserade stétimpulserna blir alltsa I, = I och
I, = (a/2)I.
Lagrange stotekvationer (pg, = 0L/0q, = 0T/0q,)

py(t+7)—py(t) = I
Pt +7) —pu(t) = Iy

ger saledes (vid ¢ = 0,t =0)

1
(M 4+m)y+-map = I

2
a2.+1 . aI
m— —ma = —
3P T pmay 2

Ur dessa kan man losa ut de onskade storheterna.
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Idéproblem:

Uppgift 4: En form av Lagranges ekvationer ar

aor o
dt 8¢, 0qa B

Betrakta fallet med en partikel och antag att L = T'— U déar arbetsfunktionen U ges av,
U= —%mQQp2 — mQp?p, i cylinderkoordinater (p, ¢, z). Berikna rérelseekvationerna och
tolka dessa.

Losning 4: Bilda L =T — U och fa
1 1
L= 5fm(p2 + %P2+ ) + §m(22p2 + mQpp.

Rorelse ekvationerna blir

mp —mpp? = mpQ? + 2mQpp
mpg + 2mpp = —2mp
mz = 0

I hogerleden star har massa ganger acceleration i cylinderkoordinater, i vinsterleden saledes
generaliserade krafter.

Tolkningen &r att detta ar ekvationerna for en fri partikel som ror sig relativt ett system
som roterar kring z-axeln med vinkelhastigheten 2. Krafterna pa partikeln &r saledes
centrifugal och Coriolis krafterna. Notera att man kan skriva om Lagrangefunktionen pa
féljande form

1
L=comlp®+p*(Q+¢)* + 2%

Av denna form framgar att partikeln har en vinkelhastighet €2 &ven nér den &r i vila, vilket
alltsa beror pa att den betraktas fran ett roterande koordinatsystem.

Uppgift 5: Antag att krafterna pa ett system &r stora under mycket kort tid, det vill séga,
man har att géra med en stot. En sddan karakteriseras av att laget &dndras forsumbart
under denna korta tid, men inte hastigheterna. Hur kan man anpassa Lagranges ekvationer
for systemet sé att de ger svar pa hur systemets hastighetstillstand &ndras vid stoten.

Losning 5: Se Theory of Lagranges equations, Avsnitt 9.2.

vand



Uppgift 6: En homogen kub med massa m och sida a delas i atta lika kuber. En ny kropp
bildas genom att sju av dessa limmas ihop igen i de ursprungliga snitten. Berdkna den nya
kroppens troghetstensor med avseende pa ett koordinatsystem med origo i den ursprungliga
kubens mittpunkt (masscentrum) och med koordinataxlarna parallella med kubens sidor.

Losning 6: For den ursprungliga kuben har vi tréghetstensorn

1
e éma2 0
0

o = O
= o O

P& grund av additivitet géller dven

Ikub _ Ikropp + Ioktant

déir I<OPP iy den sokta troghetstensorn for den nya kroppen, och Ikt &y tréghetstensorn
for den saknade biten (i en oktant). Vi har dven att

poktant _ ylitenkub 4 Qyoiner bidrag.
For en liten (attondels) kub har vi

Ilitenkub _ lm (ﬁ)z
68 \2

o O =
o = O

0
01,
1

Steiner bidraget &r samma som for en partikel med massan m/8 och laget r = (a/4)e, +
(a/4)ey + (a/4)e., och blir saledes:

- 1/8 —1/16 —1/16
Steiner bidrag = §a2 -1/16 1/8 —1/16
-1/16 —1/16  1/8

Vi far alltsa att )
riropp — pkub _ (qlitenkub o Speiner bidrag)

Detta ger Svar:
1 7/8 3/64 3/64
IKoPP — —ma? [ 3/64  7/8  3/64
3/64 3/64 7/8
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