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Rakneproblem

Uppgift 1: En pendel bestar av en smal homogen stav, av langd [ och massa m. Den
kan svédnga kring sin ena &nde. Denna énde dr upphingd i en fix led sa att staven kan
svanga fritt i ett vertikalplan med jamviktsldge rakt ned. I stavens nedre dnde ar en latt
fjader, med styvhet k, fiast. Dess andra ande ar fixerad sa att fjadern ligger i samma
vertikalplan som pendeln kan svinga. Fjadern ar horisontell och har sin obelastade lingd,
a, nar pendeln hanger rakt ned. Tag fram rorelseekvationen med Lagranges metod och
berdkna svingningstiden for sméa svingningar.
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Uppgift 2: En smal homogen stav av langd [, och massa m ror sig i ett glatt horisontalplan
med hastighet parallell med staven (x-axeln) och beloppet vg. Den kolliderar elastiskt (be-
varad energi!) med en fix glatt rak végg i planet som bildar vinkeln 45° med staven.
Berékna stavens hastighet och vinkelhastighet omedelbart efter kollisionen. Berdkna dven
storleken, S, pa stotimpulsen fran viggen pa staven.

Uppgift 3: En partikel av massa m har vid ldget (z,y, z) den potentiella energin

Uz,y,2) = gA(ﬂU —a)® + ?A(x —a)(y—b)+ Ay —b)? + %C(z — )2

Berdkna partikelns rorelse i lampliga generaliserade koordinater. A och C &r positiva kon-
stanter (av dimension kraft per langd).
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Idéproblem:

Uppgift 4: En enkel rotation ar en rotation en viss vinkel kring en av koordinataxlarna.
Skriv upp rotationsmatriser som svarar mot en enkel rotation kring z-axeln en vinkel 6,
och kring z-axeln en vinkel ¢». Hur kan man fa en godtycklig rotationsmatris genom att
multiplicera sadana matriser?

Uppgift 5: Huvudtroghetsmomenten for ett partikelsystem &r

Ty = %(zﬁ +2c%), J, = %(aQ r2?), J, = %(cﬁ +b2).

nar origo ligger i systemets masscentrum. m &r totala massan. Ange ett fyrpartikelsys-
tem (massorna m; och lagena r; i Cartesiska koordinater, i = 1,2,3,4) som har denna
troghetstensor.

Uppgift 6: Kinetiska energin for ett system med tidsoberoende holonoma tvang kan skrivas
= ) 1 QaQb
== 99

Hérled uttrycket for systemets generaliserade roérelseméangder p, = gT:Z'

Varje uppgift ger hogst 3 poang. For godkdnt fordras minst tre podng pd vardera rdkne-
och idéproblemen.
Tillatna hjalpmedel: Mathematics Handbook (av Rade & Westergren och/eller av Spiegel)
och Physics Handbook och/eller TEFYMA eller andra tabeller med tyngdpunkter och
troghetsmoment.
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Losningar Rakneproblem

Uppgift 1: En pendel bestar av en smal homogen stav, av langd [ och massa m. Den
kan svinga kring sin ena dnde. Denna &nde ar upphingd i en fix led sa att staven kan
svanga fritt i ett vertikalplan med jamviktsldge rakt ned. I stavens nedre dnde &r en latt
fjader, med styvhet k, fiast. Dess andra dnde ar fixerad sa att fjadern ligger i samma
vertikalplan som pendeln kan svanga. Fjadern ar horisontell och har sin obelastade lingd,
a, nar pendeln hinger rakt ned. Tag fram rorelseekvationen med Lagranges metod och
berdkna svingningstiden for sméa svangningar.
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Losning 1: Med koordinater enligt figuren har vi
rp=I(cospe, +sinpey), rp=Ile,+aey,.
Avstandet mellan dessa punkter ar fjdderns langd, £(¢p), fas
(o) =|rp —rpl*> = (lcosp — )2 + (Isinp — a)? = 21%(1 — cos @) — 2alsin ¢ + a2.

Fjaderns potentiella energi &r da Vi(p) = %k[ﬁ(gp) — a)?. Tyngdkraftens potentiella energi

ar Vy(¢) = —(mgl/2) cos . Totala potentiella energin ar da

mgl

1 2
Vip) = 5/4: <\/212(1 —cosp) — 2alsinp + a? — a) — oy cosy

Kinetiska energin ar T'(¢) = %Jogb2 = %%ﬂgﬁ och saledes ar Lagrangefunktionen, 7' — V|

1mi? 1 2
Svar :L(p, ¢) = §%gb2 ~3 [kz (\/212(1 —cosp) — 2alsing + a? — a) —mgl cos ¢
Vid sma svingningar kan man sitta cosp ~ 1 — %2 + ... och siny =~ ¢ — ..., och behalla

upp till kvadratiska termer i V. Detta ger

1 1/1 2\ o
V= 2mgl+2<2mgl+kl)g0 +...

Lagrangefunktionen kan nu skrivas L = %(Mcp? —Kp?), med M = mTl? och K = %mgl—i—le.
Vinkelfrekvensen for svéngningarna ar da w = /K/M = % + % sa att svingningstiden,

eller perioden, ar, Svar: 27/ % + %



Uppgift 2: En smal homogen stav av langd I, och massa m ror sig i ett glatt horisontalplan
med hastighet parallell med staven (x-axeln) och beloppet vg. Den kolliderar elastiskt
(bevarad energi!) med en fix glatt rak vigg i planet som bildar vinkeln 45° med staven.
Berakna stavens hastighet och vinkelhastighet omedelbart efter kollisionen. Berdkna dven
storleken, S, pa stotimpulsen fran viggen pa staven.

Losning 2: Vi anvander impuls och impulsmoment, dvs. ekvationerna

Pr—DPi =S,
dar p; = mwvg och p; = muype,, och
Lf — Li = @ X S,

dar Ly = Jgpe, och Ly = 0. Hér ar G stavens mittpunkt och P den dnde som ar i

kontakt med véiggen. Geometrin ger att S = %(—ew + e,) sa impulsekvationen ger de tva

komponentekvationerna

. S . S
mw—mvoz—ﬁ == x:vo—m
.S 8
B RN
for tyngdpunktens hastighet (vg = e, + ye,) efter stoten. Da GP = ez ger impuls-
momentekvationen
2 S
mﬁgpez = ﬁez

Denna ekvation ger vinkelhastigheten genast efter stéten ¢ = %%

For att bestimma beloppet, S, av stétimpulsen anvinder vi energins bevarande som

ar uppfyllt da stoten antages elastisk. Fore stoten har vi Ty = ;mvo och efter far vi

2 2
Ty = Lm(i2+92)+ 3 )o@ = im {(vo _ mi\/i) + (m\[) }4_;"{5 (%%) . Ur ekvationen
Ty —Tp =0 fas nu .
——8(=58 + 2v2mwg) = 0,
4m

\/_

och, om roten S = 0 forkastas, saledes S = 2
far vi:

mug. Satter nu in detta varde pa S ovan

Svar: S = 2‘/_mvo, och saledes & = vo, Y= vo, och ¢ = 3270



Uppgift 3: En partikel av massa m har vid ldget (z,y, z) den potentiella energin

Uz,y,2) = ;A(x - a)2 + ?A(x —a)(y—b)+ Ay — b)2 + %C(z — 0)2.

Berdkna partikelns rorelse i lampliga generaliserade koordinater. A och C &r positiva kon-
stanter (av dimension kraft per langd).
Losning 3: Man inser potentialen har ett absolut minimum i punkten z = a,y =0,z = ¢,
sa den maste vara ett stabilt jamviktsldge. Eftersom potentialen ar rent kvadratisk maste
rorelsen vara kopplade harmoniska svangningar kring detta lage. Vi infor de generaliserade
koordinaterna

u=zr—a, v=y—b, w=2z—c,

som ar noll vid jamviktsléget.
Vi far nu systemets Lagrangefunktion

1 1
L=T-U = 5m(i’ + +4%) - (340 + VBAuv + 240? + Cu?)

Vi far da att massmatrisen blir M = m1 medan styvhetsmatrisen blir

34 BA 0
K=| ¥4 24 0
0 o0 C

Vi méste alltsa 16sa sekularekvationen |K — Mz| = 0, dir z = w?. Vi far

3A —mx @A 0 3
@A 2A — mx 0 = (C —mz) |(34A —mz)(2A — mx) — 1A2 =0
0 0 C—mx

Rotterna blir

) 3A7TA C
P28 =28 = g S

. Vi maste nu l6sa de tre ekvationerna (K — Muz;)a; = 0, i = 1,2,3. Man ser att

R 2
34 340 3, 0
BA oA o ~s =0
0 0 C-34 0 0
for i = 1, och att
2
1A a0 % 0 34-C A 0\ [0 0
Ba 84 0 s =10 | L4 24-co||0|=]0
0 0 Cc-1I4 0 0 0 0 0 1 0

for i = 2 respektive i = 3. Enligt teorin far vi da att Svaret: ges av

u(t) 3
v(t) =u(t) = Zciai cos(w;t + ¢;) =
w(t) i=1

2 2
3 3 A \3 [T A

=1 _\/lg COS( 5%1‘:"‘ ¢1) + o % COS( 5%7’; + ('bz) +es
0 0

vilket alltsa &r en exakt 16sning for den allménna rorelsen hos systemet.
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Uppgift 4: En enkel rotation ar en rotation en viss vinkel kring en av koordinataxlarna.
Skriv upp rotationsmatriser som svarar mot en enkel rotation kring z-axeln en vinkel 6,
och kring z-axeln en vinkel ¢. Hur kan man fa en godtycklig rotationsmatris genom att
multiplicera sadana matriser?

Losning 4: Se lamplig teoritext.

Uppgift 5: Huvudtroghetsmomenten for ett partikelsystem &r

e +2¢?), T, =2(a2+0?).
2 2
nar origo ligger i systemets masscentrum. m &r totala massan. Ange ett fyrpartikelsys-
tem (massorna m; och lagena r; i Cartesiska koordinater, i = 1,2,3,4) som har denna
troghetstensor.

Losning 5:

Om alla partiklar har massa m; = m/4 och ldgesvektorerna &r

Ty = %(zﬂ +2),  J, =

rr = (a, 0, ¢,
ro = (—a, 0, ¢),
rs = (0,0 —c),
T4 (0,-b,—c)

sa far man att troghetstensorn har komponenterna

Dy = Zmixiyiz%(a.O—a-o+o-b—o-b)=o
D,, = Zmixizi:%(a'c—a-c—o'c—o-c):O
Dy. = Zmzylzl— (0-c+0-c=b-ct+b-c)=0
Tp = Zmi<y§+zi = (20 +4¢%)
Jy = Zmz(xf +22) = %(2&2 + 4c%)
J, = Zmi(x%—l—y?):%(2a2+2b2).

och detta ar den efterfragade troghetstensorn.

Uppgift 6: Kinetiska energin for ett system med tidsoberoende holonoma tvang kan skrivas
= i i %g q)daqp-
a=1b=1

Hérled uttrycket for systemets generaliserade rérelseméangder p, = 8877;.
Lésning 6: Da
b =20 =(loma=>b,0o0ma#b)

far vi

. . 1 . .
=3 Z gbc abQC + Qbéac) =3 Z gbc(Q) 6ach + Z gbc(Q) Qb6ac .
8qa 2\

be

Saledes har vi
1 ) )
= 9 (Z 9ac(q) de + Z 9ba(q) Qb> .
c b

Da gpa(q) = gap(q), fas till sist Svar:

Pa = 8% B (Z 9ab(q) Go + Zgab ) Z 9ab(q
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