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Raikneproblem

Uppgift 1: En ring av staltrad, med radien R, &r fast i horisontellt lage pa en vertikal
roterande axel. Pa ringen kan en liten pérla glida med forsumbar friktion. Den vertikala ax-
eln roterar med den konstanta vinkelhastigheten w. Tag fram rorelseekvationen fér parlan.
Lamplig generaliserad koordinat &r vinkeln 6 mellan radien fran ringens mittpunkt till
pérlan och radien fran mittpunkten till punkten ldngst fran rotationsaxeln.
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Losning 1: Lat ¢ = wt vara vinkeln mellan ringens diameter fran rotationsaxeln och
x-axeln. Infor rorliga basvektoer e,(yp) = cospe, +sinpe, och e,(¢ + 0) = cos(p +
0)es, + sin(p + 0)e, samt motsvarande vinkelrita vektorer ey () och e,ig(p + 0) sa att
éy(p) = ¢ey(p) och é,(p +0) = (p+ 0)egro(p + ). Pérlans ldge kan da skrivas
r(0,t) = Re,(¢) + Re,(¢ + 0) och hastigheten blir, da ¢ = w,

i = Rlwey(¢) + (w + 0)eqro(p +0)).
Déajue,-e, = e,ip-€,19 = 1, och vinkeln mellan e, och e, ¢ ar 0 sa att e, -e, 9 = cos 0,
fas for kinetiska energin

1 1 . .
T= §m7'"2 = §mR2[w2 + 2w(w + 6) cos O + (w + 0)?].

I detta fall finns ingen potentiell energi eller generaliserad kraft sa Lagranges ekvation blir
G (ory oy
dt \ 9 20
Detta ger & [mR%wcosd + mR%(w + 0)] + mR%w(w + 0) sin@ = 0. Om mR? forkortas bort
fas alltsa, —wlsinf + 0 + w?sin 0 + wlsin @ = 0, vilket ger

Svar : § = —w?sin 6.

Lustigt nog fis samma ekvation som fér en matematisk pendel med g/l = w?.



Uppgift 2: En kvadratisk platta med sida a och massa m hidnger med sin ena sida fast i
en horisontell axel kring vilken den kan rotera fritt. Denna horisontella axel roterar med
konstant vinkelhastighet 2 kring en vertikal axel genom sidans mittpunkt. For sma vinkel-
hastigheter 2 hénger plattan rakt ned men om €2 véxer sa finns ocksa ett jamviktslage som
bildar en vinkel med vertikalen. Berdkna denna vinkel.
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Lo6sning 2: Vi har en stel kropp som roterar kring fix punkt (mitten pa den horisontella ax-
eln). Infor ett kroppsfixt system av (huvud) axlar x4, ya, 24, med origo i den fixa punkten,
som foljer med plattan i rotationen. Eulervinklarna for detta ar ¢ = Qt, # = konst., ¢ = 0,
relativt det rumsfixa z,y, z. Vinkelhastighetsvektorn ar

w=1e, =Ne, =Q0e? —i—sim@e;4 + cosfel).

Eftersom J4 = %ma2 och JA = Lma? fas for den tunna plattan att J;‘ =Jd+ I =
%mcﬂ. Troghetstensorns komponenter relativt de kroppsfixa axlarna &r

z3ma 0 0
J= 0 %ma2 0
0 0 %ma2

Rorelseméangdsmomentet blir da
1
L=Jw= QﬁmaQ(O el 4 5sin 6 ej + cosfel)
Kraftmomentet ges av

M = gef X (—mge,) = —mgg[ef X (sinGe‘; +cosfel)] = mgg sinf e’
Vi anvinder nu L = %L +wx L =M. Da och 6§ antas konstanta ar %L = 0. Alltsa
behovs w x L = M. Vi har

2

1
wx L= Q(sinﬁe‘y4 + cosfel) x Qﬁmaz(E) sin&ef + cosfelt) = —QZ%4SiHQCOS96f,

o oo . 2 . .
sa vi far ekvationen —(? "5-4sinf cos ) = mg3 sin 6§ eller

sin 6.

infcosf = —
sin 6 cos 9

Denna har de triviala rotterna 6§ = 0,7 for vilka sinf = 0 och plattan star rakt upp
respektive hanger rakt ned. Den enda andra losningen ges av Svar: 0 = arccos(—%).



Uppgift 3: En homogen stav av langd [ och massa m héanger fran en led som kan glida
pa ett glatt horisontellt spar. Leden ar fist i en fjider med styvhet k. Den gar langs
sparet till en punkt dér den andra &nden &r fixerad. Staven kan svénga i det vertikalplan
som definieras av sparet. Tag fram Lagrangefunktionen. Antag sma svéngningar kring
jamviktslaget och berékna perioderna for normalmoderna.

Losning 3: Koordinaterna for masscentrum ar zg = écos v,Ye =Y + %sin p. Har ar y
koordinaten for leden och origo ar valt sa att fjidern ar ospéand vid y = 0. Masscentrums
hastighet har da komponenterna &g = —%gb sinp, yg =y + égb cos ¢. Kinetiska energin ges
av

.9 .. l2 .9 l2 .9
U+ lypcosp + —o° | + —¢p

1 . . 1. . 1
T = om(ig +96) + 5Jap” = 5m I :

2

Potentiella energin ges av

1
V= mg%(l —cos) + §ky2.

Approximation for sma svangningar ger da Lagrangefunktionen
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Sekular ekvationen blir da

l
5 k 0
ms my 0 5

Detta ger rétterna (Svar:)

1
wiQ = <3mg + 2kl + \/9ng2 + 6kmgl + 4k2l2)

Perioderna fas ur T3 2 = 27 /wy 2.



Idéproblem:

Uppgift 4: Harled Eulers dynamiska ekvationer for stela kroppens rotation.
Svar 4: Dessa ir alltsd komponenterna av ekvationen L = M i ett kroppsfixt huvudaxel-
system. Man far

Jiwi + (J3 — J2)waws = My,
Jows + (J1 — J3)wswi = Mo,
J3ws + (JQ — Jl)WlWQ = Mjs.

som slutresultat.

Uppgift 5: En person har tolv stycken likadana homogena tunna stavar som alla har
massan m och langden £. Dessa sétter personen ihop till en kropp sa att stavarna bildar
kanterna i en kub med sidan £ och massan 12m. Beridkna troghetstensorn for kroppen med
avseende pa mittpunkten (masscentrum).

Losning 5: Enligt Steiners sats fas for z-axel genom mittpunkten vertikalt i figuren

£ \? 02 02
J,=4m | — 8 |m— =
== <ﬂ) " lmu o <2)
dér den forsta termen kommer fran de fyra vertikala stdngerna och den andra fran de atta
horisontella. Detta ger

14
Jo=Jy=J, =ml—.
3
Ovriga element i troghetstensorn dro noll.
Uppgift 6: Det lineariserade kopplade sviangningsproblemet leder allmént till ekvationerna
Mu + Ku = 0,

diar M och K betecknar kvadratiska symmetriska positivt definita matriser och u och 0
betecknar kolumnmatriser med w1, us,...,u, respektive n nollor till element. Skissa hur
man hittar allmanna 16sningen till systemet.

Losning 6: Sla upp i bok.
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