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Rakneproblem

Uppgift 1: I mitten, G, av en smal homogen stav BC, av lidngd 2a och massa m, har
borrats ett litet hal. Genom halet 16per en vertikal smal axel OA som staven kan rotera
kring och glida ldngs, med férsumbar friktion. Axelns ena dnde O ar fastsatt i ett tak och
fran detta tak loper ocksa tva latta tradar, DB och EC, av langd 2a, till stavens dndar.
Dessa ar monterade sa att nédr staven hénger i sitt jamviktsldge ar de vertikala. Stall upp
Lagrangefunktionen for systemet. Fran jamviktslaget vrids staven 180° sa att den ar i
kontakt med taket. Den slapps fran vila i detta lage. Berdkna maximala vinkelhastigheten
i den efterfoljande rorelsen.

Uppgift 2: En smal homogen stav av langd [, och massa m ror sig i ett glatt horisontalplan
med hastighet parallell med staven (x-axeln) och beloppet vg. Den kolliderar inelastiskt
med en fix glatt rak vagg i planet som bildar vinkeln 45° med staven. Efter islaget glider den
alltsa utan friktion langs viggen. Berdkna stavens hastighet och vinkelhastighet omedel-
bart efter kollisionen. Berdkna &ven storleken pa stotimpulsen fran vaggen pa staven.

Uppgift 3: I mitten av tva smala homogena stavar BC och DFE, bada av lidngd 2a och
massa m, har borrats sma hal. Genom halen 16per en vertikal smal axel OA som stavarna
kan rotera kring och glida langs, med forsumbar friktion. Axelns ena dnde, O, &r fastsatt
i ett tak och fran detta tak l6per ocksa tva latta tradar, PB och QC, av lingd 2a, till
ena stavens andar. Fran dessa dndar gar tva likadana tradar, BD och C'E, till den andra
stavens dndar. Néar stavarna héanger i sitt jamviktslige &r de parallella och horisontella
och alla tradarna vertikala. Stall upp Lagrangefunktionen for systemet. Berdkna vinkel-
frekvenserna for sma svangningar for systemet kring jamviktslaget.




Idéproblem:

Uppgift 4: Den tunga symmetriska snurran har massan m, troghetsmomentet J kring
symmetriaxeln och troghetsmomenten K for vinkelrdta axlar genom kontaktpunkten med
underlaget (den fixa punkten). Avstandet mellan denna punkt och tyngdpunkten &r ¢,
och tyngdaccelerationen g. Antag att vinkeln # mellan symmetriaxeln och vertikalen &r
konstant. Berikna komponenterna av ekvationen L = M i Resalsystemet.

Uppgift 5: Ett homogent klot av massan m och radien R vilar pa ett horisontellt un-
derlag. Vailj ett koordinatsystem med origo i kontaktpunkten for klotet med underlaget
och en vertikal z-axel. Beradkna troghetstensorn for klotet i detta system. Alla ingaende
troghetsmoment maste harledas.

Uppgift 6: Kinetiska energin for ett system med tidsoberoende holonoma tvang kan skrivas

n n 1

T(q,4)=>_ Y. §gab(Q)q'aC]b-

a=1b=1

Hérled uttrycket for gq,(q) utgaende fran ett partikelsystem med N partiklar.

Varje uppgift ger hogst 3 podang. For godkdint fordras minst tre poding pa vardera réikne-
och idéproblemen.
Tillatna hjalpmedel: Mathematics Handbook (av Rade & Westergren och/eller av Spiegel)
och Physics Handbook och/eller TEFYMA eller andra tabeller med tyngdpunkter och

troghetsmoment.
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Losningar Rakneproblem

Uppgift 1: I mitten, GG, av en smal homogen stav BC, av langd 2a och massa m, har
borrats ett litet hal. Genom halet 16per en vertikal smal axel OA som staven kan rotera
kring och glida langs, med férsumbar friktion. Axelns ena énde O ar fastsatt i ett tak och
fran detta tak loper ocksa tva latta tradar, DB och EC, av langd 2a, till stavens dndar.
Dessa ar monterade sa att nar staven hénger i sitt jamviktslage ar de vertikala. Stall upp
Lagrangefunktionen for systemet. Fran jamviktslaget vrids staven 180° sa att den ar i
kontakt med taket. Den slapps fran vila i detta lage. Berdkna maximala vinkelhastigheten
i den efterfoljande rorelsen.

2a

Losning 1: Med cylinderkoordinater kan man skriva
re =aey(0), rc=aey(p)+ze,.
Eftersom avstandet mellan dessa punkter ar tradens langd, 2a, fas
(20)% = |rc — rE|* = (¢ + 2%) + a® — 2a%e,(¢) - €,(0) = 2% + 2a*(1 — cos p).

Den andra traden ger samma resultat sa vi har tvanget z(p) = av/2y/T + cos ¢. Det finns
alltsa bara en frihetsgrad och vi véljer generaliserad koordinat . Kinetiska energin ar

1 1 1m(2a)?
T = —mvé + §Jggb2 = —mz’ + 1m(2a)” »

2 2 2 12
och 2 2 2 2 2 2
. dz . a® sin“p | a1l —cos®p , a .
2 2 2 2 2
frg _ = — = - e 1 —
: (dgp) v 2 1+cos<pgp 2 14 cosyp 2 ( il
sa vi far ) . .
T = §ma2 (5(1 — COS SO) + g) SbQ

Potentiella energin ir V = —mgz = —mgav/2y/1 + cos ¢ och detta ger Lagrangefunktionen

(Svar:)

1

) 1 1\ .
L(p, ) = 5ma2 <§(1 —cosp) + §) 902 + mga\/§\/1 + cos

Energin £ = T + V &r bevarad och vinkelhastigheten maste vara storst i nedersta laget.
Begynnelsevérdena ¢(0) = m,¢(0) = 0 ger E = 0. I nedersta laget (¢ = 0) fas da

0= Ema2¢2 — 2mga

sd, Svar: ¢pmax = \/%.



Uppgift 2: En smal homogen stav av langd I, och massa m ror sig i ett glatt horisontalplan
med hastighet parallell med staven (x-axeln) och beloppet vg. Den kolliderar inelastiskt
med en fix glatt rak vagg i planet som bildar vinkeln 45° med staven. Efter islaget glider den
alltsa utan friktion langs viggen. Berikna stavens hastighet och vinkelhastighet omedelbart
efter kollisionen. Berékna &ven storleken pa stotimpulsen fran vaggen péa staven.

Losning 2: Vi anvander impuls och impulsmoment, dvs. ekvationerna

Pr—DPi =S,
dar p; = mwvg och p; = muype,, och
Lf — Li = @ X S,

dar Ly = Jgpe, och Ly = 0. Héar ar G stavens mittpunkt och P den dnde som &r i
kontakt med véiggen. Geometrin ger att S = \%(—ew + e,) sa impulsekvationen ger de tva

komponentekvationerna

mx — muvg = —

Sl

my =

Sl

for tyngdpunktens hastighet (vg = e, + ey
momentekvationen

~—

efter stéten. Da GP = %ew ger impuls-
2 1S
m-—pe, = ——e
S

Denna ekvation ger vinkelhastigheten genast efter stéten ¢ = %E' Riktningen pa vp ges

av vp = ”—\/%(ez + ey). Sambandsformeln, med w = ¢ e, ger att

— l
vp:'vg—l—wxGP:vG+§gbey:vG+ ey

3
V2m
. Ur x- och y-komponenterna av detta fas da féljande tva ekvationer

= (v-mva)
V2 my/2
vp S 35

B

=4

ViTmv2 Vem m

S

Séatter vi dessa lika far vi :
Svar: S = \/Tﬁmvo, och saledes & = %vo, Y=, och =

[S3l[e)
~g



Uppgift 3: I mitten av tva smala homogena stavar BC' och DFE, bada av ldngd 2a och
massa m, har borrats sma hal. Genom halen 16per en vertikal smal axel OA som stavarna
kan rotera kring och glida langs, med foérsumbar friktion. Axelns ena adnde, O, ar fastsatt i
ett tak och fran detta tak loper ocksa tva latta tradar, PB och QC, av lingd 2a, till ena
stavens dndar. Fran dessa &ndar gar tva likadana tradar, BD och C'E, till den andra stavens
andar. Néar stavarna hanger i sitt jamviktslidge ar de parallella och horisontella och alla
tradarna vertikala. Stall upp Lagrangefunktionen for systemet. Berdkna vinkelfrekvenserna
for sma svingningar for systemet kring jamviktsléget.
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Q |

Losning 3: Med nedatriktad z-axel lings O A fas, som i Uppgift 1, att
rg =ae,(0), ro=uaey,(p1)+z1e. TE=ae,(p2)+ 2 e,

och genom att anvinda att tradarna har konstant langd far man z;(¢1) = av/2+/1 + cos 1
och z9(p1,p2) = 21 + a\/i\/l + cos(p2 — ¢1). Vi har

1 . . 11 . .
T= §m(zf + 223 + igmaz(go% + ¢2)

Notera att

dz; a sin ¢ ) a +/1—cos?; . a .
L4 4 (v/1 —cos p1)¢1,

z’ — = —— = —— = ——
! dg01('01 ﬁwl—i—cosgal(m V2 1+ coso 1 V2

och motsvarande for 2o, sa, nar vi sitter o1 = @9 = 01 T, for sma svangningar, far vi att
den kvadratiska approximationen blir

11 , ,
T= §§ma2(<ﬁ% + ¢5).
Potentiella energin, V = —mgz; — mgzs, blir

2 _ 2
V= —mgax/? 24/1+ cos g + \/1 + cos(p2 — 901)} ~ konst. + mga (% + (2 4901) >

sa att, i den kvadratiska approximationen,

v 1 (3 2, 15 1 1 )
= —mga | = —ph — — S .
B g 2<P1 2902 2901@2 2802%

Vi maste alltsa 16sa sekularekvationen
—1ima®w? + 3mga —3mga B
—Zmga —ima’w? + imga |

Rétterna ger Svaret: wi, =3 (1 + @) g,



Uppgift 4: Den tunga symmetriska snurran har massan m, tréghetsmomentet J kring
symmetriaxeln och troghetsmomenten K for vinkelrdta axlar genom kontaktpunkten med
underlaget (den fixa punkten). Avstandet mellan denna punkt och tyngdpunkten &r ¢,
och tyngdaccelerationen g. Antag att vinkeln # mellan symmetriaxeln och vertikalen &r
konstant. Berikna komponenterna av ekvationen L = M i Resalsystemet.

Losning 4: Se lamplig teoritext.

Uppgift 5: Ett homogent klot av massan m och radien R vilar pa ett horisontellt un-
derlag. Vilj ett koordinatsystem med origo i kontaktpunkten for klotet med underlaget
och en vertikal z-axel. Berdkna troghetstensorn for klotet i detta system. Alla ingaende
troghetsmoment maste héarledas.

Losning 5: Med avseende pa masscentrum galler for klotet att

2m 2 3m
J;::J{/:Jz:/($2+3/2)dm:gv/($2+y2+22)dV:§4WR3/r2dV,

eftersom dm = (m/V)dV. Men dV = 4rr?dr s vi far

2 3m (R m R> 2
17 _ 2 2 _ _ 2
Jpy=Jy=J,= 5—47rR3/0 rednredr = 27TR347T_5 = ng .

For vara parallella x- och y-axlar genom kontaktpunkten fas, med Steiners sats, att

2 7
Jy = J, =mR?+J, =mR?+ ngQ = ng2.

Alltsa, Svar: J, = J, = %mRQ7 J, = %mR2, troghetsprodukterna ar noll av symmetriskal.
Uppgift 6: Kinetiska energin for ett system med tidsoberoende holonoma tvang kan skrivas
n n 1
T(Q7 Q> = Z Z igab(Q)q'aq'b'

a=1b=1

Hérled uttrycket for gq(q) utgaende fran ett partikelsystem med N partiklar.
Losning 6: Se lamplig teoritext.
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