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Abstract

Denna problemsamling sammanstéalldes ursprungligen av Rolf Pauls-
son (Uppsala universitet) 1987 for anviandning i undervisningen pa
det som da hette Mekanik del 4 och som innehéll tredimensionell
stelkroppssrorelse och analytisk mekanik, speciellt Lagranges metod.
Numera kommer studenter vid KTH, i bésta fall, till denna niva i
arskurs tre efter tva starkt bantade mekanikkurser om sammanlagt
10 poéng. Problemsamlingen innehaller dérfor delvis problem som &r
lite for svara for den normale teknologen. Icke desto mindre &r sam-
lingen ett vardefullt pedagogiskt hjalpmedel. Jag har darfor fraschat
upp den med hjalp av I¥TEX och CorelDraw. Viss redigering av ly-
delsernas text och beteckningar har ocksa gjorts, men mest arbete har
lagts ned pa figurerna. Den ursprungliga ordningen har bibehallits.
Ett antal sméafel har réttats. Tack till Gosta Wingardh for hjalp med
ytterligare felreducering.



1 Problem rorande stela kroppens tredimen-
sionella dynamik

Problem 1 En rat cirkular homogen kon med massan m, hojden h och
toppvinkeln 2« rullar utan att glida pa ett plan, varvid spetsen halles fix.
Vinkelhastigheten i ett visst ogonblick ar w. Berakna rorelseenergin.
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Problem 2 En homogen kub med massan m och kantlangden a roterar med
vinkelhastigheten w kring en axel genom masscentrum och mittpunkten pa
en av kanterna. Hur stor ar rorelseenergin?



Problem 3 En smal homogen stang AB med massan m och langden ¢
roterar med den konstanta vinkelhastigheten w kring en horisontell axel C'D,
som gar genom stangens mittpunkt O och ar vinkelrdt mot stangen. Axeln
CD roterar kring vertikalen genom O med den konstanta vinkelhastigheten
). Bestdm som funktion av tiden det kraftmoment med avseende pa O
som ger den ovan beskrivna rorelsen. Svaret far ges i komponentform med
avseende pa det kroppsfixa xyz-systemet.

Problem 4 Ena dndpunkten B av en rak stang AB med langden /¢ ar fast
i centrum av en homogen tunn cirkuldr skiva med radien r sa att stangen
ar vinkelrdt mot skivan. Den andra d&ndpunkten A av stangen &r med en
led, som medger fri vridbarhet i alla riktningar fast vid en fix punkt. Skivan
rullar utan glidning pa ett horisontellt plan belaget pa avstandet r nedanfor
A. AB ar alltsa horisontell. Skivans massa ar m och stangens massa kan
forsummas.

Bestam skivans tryck mot horisontalplanet om AB roterar med konstant
vinkelhastighet wy kring vertikalen genom A.
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Problem 5 En stang AB med forsumbar massa och med langden 2a ar fritt
vridbar kring den fixa mittpunkten O och ligger hela tiden horisontellt. I B
finns en partikel med massan m och i A kan ett hjul i form av en homogen
cirkular skiva med radien a och massan m med forsumbar friktion rotera kring
AB, som ar normal till hjulet i dess medelpunkt. Hjulet stoder mot ett plant
stravt horisontellt underlag. Systemet sitts i rorelse sa att hjulet tilldelas en

rotationshastighet 4wy i riktningen BA, samtidigt som axeln ges en rotation
wg vertikalt nedat. I borjan glider hjulet men sa smaningom intrader ren
rullning. Hjulet forutsattes hela tiden vara i kontakt med underlaget och
friktionen forutsattes verka i hjulets tangentriktning.

Berakna hjulets och axelns rotationshastigheter nar ren rullning intratt.
Beriakna aven hjulets tryck mot underlaget i detta fall.



Problem 6 En rak homogen stang OA (lingd 2¢, massa m) ar fritt vridbar
kring sin ena d&ndpunkt O, som ar fix. I forsta 6gonblicket ar stangen horison-
tell (6 = 0) och roterar kring vertikalen genom O med vinkelhastighet ¢ = w.
Under inverkan tyngdkraften borjar den vrida sig kring en horisontell axel
genom O. Berikna ¢ som en funktion av 6 for den foljande rorelsen samt
berakna vandlagena for 6—rorelsen.
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Problem 7 En snurra bestar av en skiva med radien R och en rak latt stang
som utgor snurrans axel. Denna axel gar genom en fix punkt O. Avstandet
mellan O och skivan ar L. Axeln bildar med vertikalen i O en fix vinkel
a. Planet genom snurrans axel och vertikalen i O roterar med en konstant
vinkelhastighet (2 kring vertikalen i O. Bestam snurrans vinkelhastighet w
relativt detta plan.



Problem 8 En homogen likbent triangular skiva med basen a och hojden
h roterar med konstant vinkelhastighet (2 kring en vertikal axel genom tri-
angelns spets. Triangelns bas ar hela tiden horisontell och rotationen sker
kring en glatt kulled i triangelns spets. Berakna den vinkel @ som triangelns
hojd bildar med vertikalen.

Problem 9 En snurra bestar av en homogen, cirkulér skiva med radien r och
en latt axel med ldngden r/2 vinkelréitt mot skivan genom dess medelpunkt.
Axelns andpunkt ar lagrad i en punkt A pa periferin till en horisontell cirkulér
karusell med radien R, sa att snurrans axel kan rora sig utan friktion i ett
vertikalplan, som innehaller karusellens axel. Karusellen har den konstanta
vinkelhastigheten () kring sin axel, och snurran har den konstanta vinkel-
hastigheten w relativt karusellen kring sin axel. Sok vinkeln o mellan snur-
rans axel och vertikalen.



Problem 10 Ett mynt rullar utan rullningsmotstand pa ett horisontellt
bord langs en cirkel med radien R. Myntet betraktas som en tunn ho-
mogen skiva med radien r och massan m. Myntets plan bildar vinkeln
a = arcsin(r/R) med vertikalplanet genom skérningslinjen mellan myntets
plan och horisontalplanet. Hur lang tid behover myntet for att rulla ett varv
runt cirkeln pa bordet?
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Problem 11 En homogen jamntjock cirkelrund skiva med massan M och
radien a roterar runt den horisontella axeln C'D med den konstanta vinkel-
hastigheten w = 27 N. Axeln C'D i sin tur vrides enligt figuren runt en ver-
tikal axel mitt under skivan med den konstanta vinkelhastigheten 2 = 27n.
Skivan sitter mitt pa axeln C'D, som har langden 2¢. Axelns tyngd kan
forsummas.

a) Sok pafrestningen pa lagren C och D.

b) S6k n sa att trycket i ena lagret blir noll.

Siffervarden: ¢ = a = 0.5 meter, N = 1800 varv per minut, tyngdacceleratio-
nen g ~ 72 m/s?



Problem 12 Axeln AB till en rotationssymmetrisk snurra ar lagrad i en
rektangular ram, vridbar kring axeln CD. C'D ar 1. AB och passerar snur-
rans tyngdpunkt O. Avstanden ar OA = BO = L. Apparaten ar enligt
figuren monterad pa en platta. Ramens rotation kring C'D hindras av tradar
AFE och BF som ar 1. AB och CD. Dessa tradar ar fran borjan striackta
men spanningslosa. Snurrans troghetsmoment kring AB ar J och dess vinkel-
hastighet relativt ramen ar w, moturs sett fran A. Om hela apparaten vrides
kring en axel 1. AB och C'D med vinkelhastigheten wg, moturs sett fran O
dvs ovanifran sa upptrader en spanning i tradarna AE och BF'. Vilken trad
blir spand och hur stor blir spanningen?
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Problem 13 En vertikal stang OA med langden r &r fast i ett horisontellt
tak. I den nedre punkten A &r en latt stang AP med langden R monte-
rad i1 en glatt universalled. En cirkular homogen skiva ar monterad med
medelpunkten i P, vinkelrdt mot AP. Skivan, vars massa ar m och radie r,
rullar i taket utan att glida. Kontaktpunkten beskriver en cirkel med radie
R. Tyngdaccelerationen ar g. Skivans vinkelhastighet relativt planet O AP
ar w. Sok skivans tryck mot taket och det minsta w som kravs for bibehallen
takkontakt.



Problem 14 En elektrisk motor med tyngden mg vilar pa tva smala lis-
ter, vilka ar fastsatta pa en horisontell skiva, som vrider sig med konstant
vinkelhastighet 2 moturs sett uppifran kring en vertikal axel C'D, vilken skér
rotationsaxelns medellinje AB. Listerna ar vinkelrata mot AB och befinner
sig pa avstanden a och b fran C'D enligt figuren. Rotorn vrider sig relativt
statorn med den konstanta vinkelhastigheten w, moturs sett fran B. Statorn
ar symmetrisk med avseende pa vertikalplanet genom AB och det mot AB
vinkelrata planet genom C'D. Rotorns tyngdpunkt ligger i skarningspunkten
mellan AB och C'D och troghetsellipsoiden i tyngpunkten &r rotationssym-
metrisk kring AB. Rotorns tréghetsmoment med avseende pa AB ar J.
Hur stor far Q hogst vara for att motorn skall sta stilla pa listerna?

Problem 15 En sportbil med gasturbinmotor passerar pa rak vag ett back-
kron med hastigheten v. Backkronet har krokningsradie p. Gasturbinens axel
ar orienterad i bilens langdriktning, rotorn har troghetsmomentet J kring
turbinaxeln och vinkelhastigheten w relativt bilen, sa att rotationsvektorn w
pekar framat. Foraren marker harvid att bilen visar en tendens att svinga
at ena sidan.

a) At vilken sida och hur stort vridande moment behovs for att halla bilen
pa vagen?

b) Hur stor blir speciellt momentet i SI-systemet om v = 30m/s, p = 100 m,
J = 1kg m? och w = 2000 radianer per sekund?
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Problem 16 En kvadratisk homogen lucka ABC'D med kantlingden a kan
friktionsfritt rotera kring den horisontella kanten AB. Luckan star forst
vertikalt men rubbas obetydligt och faller. Da AD é&r horisontell slar hornet
D mot en fix punkt D’ och fastnar. Det antages att hornet B samtidigt
lossnar (utan stotkrafter), samt att luckan borjar rotera kring AD" med en
vinkelhastighet w,. S0k w,.

Problem 17 En jamntjock, homogen, tunn skiva i form av en réatvinklig
triangel AOB med massa m ar fritt rorlig kring en fix kulled i den réta
vinkelns spets O. Kateternas langder ar OB = a och OA = b. Fran borjan
fasthalls punkten A, och skivan roterar med vinkelhastigheten w kring OA.
Plétsligt slapps bindningen vid A, och punkten B fixeras i stéllet.

a) Hur stor blir den nya vinkelhastigheten w’ kring OB omedelbart efter
fixerandet av B 7

b) Hur stor blir den i B upptradande stétimpulsen S, 7
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Problem 18 En tunn homogen cirkular skiva med radien R och massan m
hénger i vila i en fix punkt A pa periferin. Skivan kan friktionsfritt rotera
i alla riktningar kring A, som alltsa ar en glatt kulled. En partikel med
massan m och hastigheten v riktad vinkelrdtt mot skivan tréffar denna i en
punkt P pa periferin och fastnar dar. Punkten P ligger langst till hoger, sett
fran partikeln, pa samma hojd som skivans medelpunkt 7'. Vinkeln AT P &r
saledes en rat vinkel.

a) Bestam till storlek och riktning vinkelhastigheten omedelbart efter stéten.
b) Bestdm &dven stotimpulsen i A.
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2 Problem med tillampningar pa Lagranges
ekvationer

v

Problem 19 Ett roriform av ett rakt, cirkulart, cylindriskt skal med massa
M och radie R kan rulla utan glidning pa ett horisontalplan. Inuti skalet
glider en partikel P med massa m, med forsumbar friktion. Lat ¢ vara
vinkeln mellan vertikalen och AP, linjen fran cylinderaxeln till partikeln.
Systemet borjar sin rorelse utan begynnelsehastighet och med partikeln vid
¢ = 7/2. Berdkna cylinderaxelns lige =, med z = 0 vid startldget, som
funktion av ¢.

vy

Problem 20 Tva lika, homogena, jamntjocka sténger AB och BC|, bada av
langden ¢, ar forenade med en glatt led vid B. Andpunkten A kan vrida sig
kring ar fix glatt led. Stéangerna fasthalles forst i rét linje i horisontalplanet
genom A. En mycket liten partikel med forsumbar massa placeras i en punkt
P pa stangen BC's oOversida, varefter systemet slapps och borjar rora sig
(falla), utan begynnelsehastighet. Pa vilket avstand a fran B kan partikeln
vara placerad, for att dess kontakt med stangen ej skall upphora omedelbart
efter att rorelsen borjat?
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Problem 21 Andpunkten A pa en pendel i form av en stang AB kan frik-
tionsfritt rora sig lings en rét horisontell linje (z-axeln). Stangen &r rak och
homogen. Den har langden ¢ och massan m. Den ror sig i ett vertikalplan
dir den kan rotera fritt kring A. Andpunkten A paverkas av en periodisk
kraft F, = %2 cos(wt), dér w® = g/¢, lings den horisontella z-axeln.

a) Uppstéll pendelns rorelseekvationer.

b) Bestdm rorelsen under forutsittning att stangens lutningsvinkel ¢ och
vinkelhastighet ¢ alltid d&r sma. Anvénd begynnelseviardena (vid t = 0):
x(0) = %(0) = ¢(0) = ¢(0) =0, dér = ar A:s lage.

Problem 22 En skal har formen av en elliptisk paraboloid vars ekvation kan
skrivas 7(z% 4 y?) — 22y = 24cz. Den stills med z-axeln lodritt uppatriktad,
sa att en partikel kan befinna sig i jamvikt i origo O. Skalens insida ar glatt.
Berakna vinkelfrekvenserna w; och ws for de bada egensviangningarna, som
partikeln kan utfora i narheten av jamviktslaget O.
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Problem 23 En vikt med massan m kan glida friktionsfritt langs ett rakt
horisontellt spar AB. Mellan massan och dnden A av sparet gar en spi-
ralfjader, av forsumbar massa, med fjaderkonstant k. Som figuren visar ar
massans jamviktslage a bortom sparets mittpunkt fran A sett.

Sparet ar monterat sa att det kan roteras kring en vertikal axel genom
sparets mittpunkt.
a) Berdkna vinkelfrekvensen 2 for massans svingning kring jamviktslaget
nar sparet ej roterar.
Antag att sparet roterar med den konstanta vinkelhastigheten w. Berédkna:
b) massans nya jamviktslédge uttryckt i €.
¢) nya frekvensen v for sma svingningar uttryckt i 2.

=

| 2m

v

Problem 24 En horisontell, rektangular platta ligger pa tva likadana cirkul-
ara cylindrar, vilka ar friktionsfritt vridbara kring sina fixa axlar. Plattan
kan rulla pa cylindrarna utan glidning och utan rullfriktion, varvid dessas
axlar standigt ar parallella med en kantlinje i plattan. Cylindrarna, som ar
homogena med radie r, har vardera massan km. Plattans massa ar 2m. I
plattans mittpunkt &r en matematisk pendel med massan m och langden ¢
upphangd. Uppstall de Lagrangeska rorelseekvationerna for systemets rorelse
och integrera dem for sma sviangningar hos pendeln. I begynnelse6gonblicket
ar systemet i vila, plattans mittpunkt mitt emellan cylindrarna (z = 0) och
pendeln bildar vinkeln ¢(0) = a med vertikalen.
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3 Svar och anvisningar

Svar 1
Notera att vinkelhastighetsvektorn ar parallell med konens kontaktlinje med
planet. Kinetiska energin (eller rérelseenergin) ar

T 3mw? 6h? + r? 2
40 h2 41?2

Svar 2
Notera att kinetiska energin &r den samma for alla riktningar pa rotations-
axlen genom masscentrum; kuben ar en sfirisk snurra. Kinetiska energin
ar 1

T — 2 2

—ma w.
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Svar 3
Kraftmomentets komponenter blir

2

M, = 02 ginwt cos wt,
>
M, = TwQ cos wt,
M, = 0.
Svar 4
Tryckkraften blir
Py S

Svar 5

Hjulets vinkelhastighet blir wy.

Axeln BA far vinkelhastigheten 2w, vertikalt nedat.
Tryckkraften mot underlaget blir F' = 4mawp.

Svar 6
Anvéand att rérelseméngdsmomentets vertikala komponenet dr bevarad. Man
far med hjalp av detta att:

w

p(0) =

Anvander man energins bevarande och att vindlagena i f-rorelsen intréffar
nar # = 0 far man att vindlagena ges av 0,,;, = 0 och

39 \?
1 —— ) —1]].
+ <&u2> ])
Svar 7

Detta ar ett exempel pa den tunga precesserande symmetriska snurran. Re-

sultatet bor bli
2Lg LN\? 1
w:RQQ+ 2(§> ~3 Q) cos a.

Notera att om w > 1 sa maste 2 < 1 och den andra termen i uttrycket kan
da forsummas jamfort med den forsta.

cos2 @’

2

0 pax = arcsin (&d
39
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Svar 8
Du behover troghetsmomenten for en triangel. Man far att vinkeln kan vara

antingen o = 0 eller
= axcos (55
Qv = arccos 52 )

Svar 9
Vinkeln blir

= ar 1 er_g .

Svar 10
Perioden ar

r 4cot? a cosa sina + 2 cot a — cos v sin «
T=m,|— -
g sin o

Svar 11
a) Krafterna pa lagren blir

M 2m°nNa?
oo = 4 (4427

b) Pa ena lagret blir da kraften noll nér

gl
n=_——.
212N a?

Med siffervirdena fas da att kraften blir noll nir n = 2 varv/minut.

Svar 12
Traden AFE blir spand och spanningen ges av
Jww
Sap =" 2.
Svar 13
Tryckkraften mot skivan blir,
mr3w?
och vinkelhastigheten maste uppfylla
2
w? > 291 .
23
Svar 14
Storsta tillatna vinkelhastighet blir
mga
Qo = 92,
Jw
Svar 15
a) Bilen tenderar att svinga at vénster och momentet ar
J
M=
p

b) Med givna data fas momentet M = 600 Nm .
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Svar 16
Vinkelhastigheten blir

3 |3g
Wy = ——4/ —.
4V a
Svar 17
a) Vinkelhastigheten blir
¢
Wi=—gw
b) Stétimpulsen blir
g _ maw
- 8

Svar 18
Vinkelhastighetsvektorn omedelbart efter stoten ar

w L(Zlex —20e,).

" 20R
Tvangsstotimpulsen i A ges av
mu
S=—e..
29 ©
Svar 19
Man far att sambandet blir
mR
S h A 4
x M+ m( sin ),

mellan cylinderns ldge och partikelns vinkel.

Svar 20

Partikeln behaller kontakten med stangen om accelerationen nedat &r mindre
an g, ddr den ligger. Notera att man endast behover accelerationerna i forsta
ogonblicket, dvs nar ¢ =0 = ¢ = 0 = 0. Man far att

a>20/3

maste gilla om kontakten skall bibehallas.

Svar 21
a) Rorelseekvationerna blir med Lagranges metod
v 1 e 1 052 s 1 y
—lpcosp — —lp°s = —gcos
Z 5 ¥ ¥ B ¥ sme 39 wi,
y 2. )
Zcosp + §€g0 = —gsingp.

b) Man far, efter linearisering och 16sning resultatet:

o - g[m;(@Q_cos(!m)},
v = 5 oos (Vourte) + eos (Vajte)]
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Svar 22
Notera att bidraget till kinetiska energin fran Z kan forsummas nara jamviktslaget.
Med teorin for kopplade svangningar fas

2_ 9 2:2_9
Y1790 2T g0

Svar 23
a) Vinkelfrekvensen da sparet ej roterar ges av

Q=/—.
m

b) Vid rotation blir det nya jamviktslaget

QZ

qo = ar Ik

¢) For den nya vinkelfrekvensen € fas Q2 = Q2 — w?. Frekvensen &r da v =
V' /2m. Alltsa &r frekvensen for sma svingnningar kring nya jamviktslaget

1
= —/02 — w2
v 2T w

Svar 24
Pendelns utslagsvinkel ges av

Y = acoswt

och plattans mittpunkt uppfyller

ol
3+ k

xr = (1 — coswt)

dar
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