KTH Mekanik 2009 08 24

Mekanik I (SG1130, SG1103) fér BD1, M1 samt F1, T1
Mekanik fér I (SG1109) for I1
Omtentamen, 2009 augusti 24, kl 09.00-13.00

Tillatna hjalpmedel: endast skriv- och rithjalpmedel

Problem

En homogen cylinder med tyngden
mg vilar pa en horisontell yta, varvid
friktionstalet vid B 4r u. En litt stang
OA é&r glatt ledad i A och den fixa
punkten O. Bestam, fér den givna
geometrin, det storsta kraftparsmoment
M som kan anbringas stangen utan att
systemet borjar rora sig.

En partikel med massan m rér sig pa insidan av en
cirkelformad skena med radien R som ér fést pé ytan
av ett lutande plan med lutningsvinkeln « . Par-
tikeln ges i den ldgsta punkten A en tillrdckligt stor
fart v som mojliggor dess rorelse langs skenan. Man
observerar att normalkraften frdn skenan pé
partikeln 1 4 har halverats efter ett varv. Bestim
friktionsforlusterna eller friktionskrafternas arbete
da partikeln har rort sig ett varv fran 4 och éter till
A.

En kropp skjuts upp frén en planet. Fran
3 borjan har den precis s stor hastighet v, att
den just nar odndligheten med farten noll. v,
kallas flykthastigheten. Antag att planeten &r
ett klot med massan M och radien R.

a) Berékna flykthastigheten uttryckt i M och
R samt Newtons gravitationskonstant G.
Antag nu att en satellit avfyras med v, i en
horisontell riktning frén en punkt pa plan-
eten.

b) Vilken ho6jd h har satelliten nir den passerar
izenit 90° bort pa planeten i avfyrningsrikningen?
Fran atmosfar och luftmotstdnd bortses. Led-
ning: I cylinderkoordinater ges banan vid
centralrorelse av r = ¢/(1 + ecos#@), dar r
ar avstandet fran kraftcentrum och e kallas
excentriciteten. Vad maste e vara om r pre-
cis kan bli odndligt?

Ny

vand
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Figuren visar ett vertikalplan. En kropp
med massan m &r rorlig pa en glatt
horisontell stang och &r i kontakt med en
fjader med fjaderkonstant k. Fran denna
kropp gér en trad over en fix liten lattrorlig
trissa och haller i andra dnden en annan
kropp med massan M. Rorelsen startar da
fjadern har sin naturliga langd och x=0.
Bestam
a) perioden for systemets svangningar,

b) maximala fjaderférkortningen.

Teoridelen

a) Betrakta ett helt godtyckligt kraftsystem (rita figur!) och harled den s k
sambandsformeln for kraftmoment med avseende pa tva punkter.
b) Ange, med hjalp av definitionen, villkoret fér att tva kraftsystem skall vara
ekvimomenta.

¢) Vad menas med resultanten (reduktionsresultatet) till ett givet kraftsystem?

a. Definiera vad som menas med en konservativ kraft och hirled uttrycket for denna krafts arbete

U, (1p)

b. Harled uttrycket for den allménna gravitationskraftens potentiella energi V(7). (1p)
c.

3u 2u Betrakta tvé lika partiklar, vardera med massan m som

OH ror sig friktionsfritt pa ett glatt horisontellt underlag

med hastigheterna 3u resp 2u mot varandra och

Efter: “ 2u sammanstoter. Efter stoten &r partiklarnas hastigheter
% enligt figuren. Bestim studstalet e.

(Ip)

En pazrtikel med massa m r0r sig i ett plan som viljs till zy-planet. Uttryck partikelns lage
och hastighet i (plan poldra) cylinderkoordinater (r,0) och berdkna dess rorelsemangds-
momentvektor. Tag Origo till momentpunkt.

Skriv upp rorelseekvationen (kraftekvationen, differentialekvationen) for en enkel

harmonisk oscillator. Visa hur lésningen (laget som funktion av tiden) bestams for ett
givet allmént begynnelsevillkor!

Problem- och teoritentamen dr olika tentamina, dvs examinationsmoment, vars resultat reg-
istreras och ger kurspoding vid godkint. Varje uppgift ger hégst 3 ( tentamens)podng. Pd vardera
delen kan man hégst fé 12 poiing och for godkint fordras minst 4 podng. Har du klarat kontroll-
skrivningar dr teoridelen redan godkiind. For att kursen skall vara klar i sin helhet méste du ocksd
ha fatt godkint pd inlimningsuppgifter.



mekanik I, 090824-1

Frilagg cylindern och den latta stdngen!
Stangen paverkas av kraftparsmomentet
M samt kontaktkrafter i A och O.
Cylindern paverkas av kontaktkrafter i
A och B samt tyngdkraften mg.

Betrakta forst cylindern och infor f och
N vid B! Infér komponenterna H och
V vid A! Utnyttja sedan lagen om
verkan och motverkan for krafterna pa
stdngen i A.

H Jamvikt fordrar for:
Stangen:

O M-H[@d-V3d=0 )

Cylindern:
3. 3agv-f)=0 2
- Sarv-1) @
t ¢ N-mg-V=0 4)

Eftersom gréansfallet mot glidning skall undersékas kan friktionsvillkoret f = uN
ansattas direkt. Det sokta kraftparsmomentet ges av (1).

Ekvationerna (2) - (3) ger H=V=f=uN 5)
Ekvation (4) ger da N = img (6)

Insattning i ekv (1) ger

M = uN [4d + uN [3d O (7)
M=7uN [d O (8)
M = H mgd

1-u




2)

En partikel med massan m ror sig pa insidan av en
cirkelformad skena med radien R som &r fast pa ytan
av ett lutande plan med lutningsvinkeln « . Par-
tikeln ges i den lagsta punkten A en tillrackligt stor
fart v som mojliggor dess rorelse 1angs skenan. Man
observerar att normalkraften frdn skenan pa
partikeln i A har halverats efter ett varv. Bestdm
friktionsforlusterna eller friktionskrafternas arbete
da partikeln har rort sig ett varv fran A och ater till
A.

Ldsning

1) Formulera kraftekvationen i normalriktnin-
geniA,

V2
e : mEA:N—mgsina

2

. v
= N=mgsina+ mEA . Normalkrafterna
fa fran skenan i borjan och efter ett varv i A blir:
Mg V2 V2
\\m N, =mgsina+m-+, N, =mgsina+m-=,
gsina R R

dar v, =v och v, &r farten i A efter ett varv.
2) Bestdam sambandet mellan v, och v,. Vihar N, =2N,, vilket ger

: v . V2 , 1., 1 _ .
mgsina+m-—=—=2mgsina+2m-—= = Vv, =—V; ——gRsina
R R 2 2

3) Anvand lagen om den kinetiska energin och berdkna friktionsarbetet. Obs att tyngkraftens
arbete ar noll fran A till A. Vi har:
U.,=T,-T _Emvz —Emv1 _Em[zvl 5 gRsina —-V; } = _Z[V + gRsin a}

eftersom v, =v



KTH Mekanik 2009 08 24

Uppgift 3:

En kropp skjuts upp fran en planet. Fran borjan har den precis sa stor hastighet v, att den
just nar oéndligheten med farten noll. v, kallas fiykthastigheten. Antag att planeten ar ett
klot med massan M och radien R.

a) Berdkna flykthastigheten uttryckt i M och R samt Newtons gravitationskonstant G.
Antag nu att en satellit avfyras med v, i en horisontell riktning fran en punkt pa planeten.
b) Vilken hojd h har satelliten nér den passerar i zenit 90° bort pa planeten i avfyr-
ningsrikningen? Fran atmosfar och luftmotstand bortses. Ledning: I cylinderkoordinater
ges banan vid centralrorelse av r = £/(1 + ecos @), dar r ar avstandet fran kraftcentrum
och e kallas excentriciteten. Vad maste e vara om r precis kan bli odndligt?

Figur 1:
Losning 3:
a) Energins bevarande T+ V = E ger oss i detta fall
1 o GmM 1 o, GmM
im’l)e—iR —5 0—700 =0

dar E = 0 foljer av informationen om sluttillstandet. Ur denna ekvation 16ser man latt:

2GM
Ve =\ ———
R

b) T uttrycket for banan kan excentriciteten vara e = 0 vilket ger en cirkelbana, eller
0 < e < 1 vilket ger banor som inte kan na oéndligheten, alltsa ellipser. For e = 1
kan oédndliheten precis uppnas (ndr 6 = 7). Alltsa svarar e = 1 mot en bana med flyk-
thastigheten vid planetytan.

Vid uppskjutningen har man da

Svar la:

R=r(0)=/¢/[1+1cos(0)] =¢/2.
Detta ger att £ = 2R. Vid 90° = /2 far man da avstandet till
r(m/2) =2R/[1 +1-cos(m/2)] = 2R.

Den sokta héjden h fas om R subtraheras fran detta avstand. Alltsa fas
Svar 1b:
h=R

HE 09 OR 24
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X | figuren har de tva kropparna frilagts.
T Kropparna har samma fart eftersom
~-------------——-—— traden &r oelastisk. Man kan vélja att
kx starta med att skriva upp kraftekvatio-
S nen for vardera kroppen, men eftersom
den maximala fjaderférkortningen
S intraffar vid ett vandlage (da farten ar
noll), valjer vi har att borja med att
skriva upp en energiekvation, forslags-
vis lagen om mekaniska energins

Mg pevarande

T+V =T, +V, (1)

%mx2 +%M>’<2 - Mgx +%kx2 =0 +0 +0 +0 (2)

Vandlage innebéar att x =0. Insattning i ekv (2) ger da losningen x =0 (startlaget)
och

den maximala fjaderforkortningen  x, =¥ :

Rorelseekvationen, kraftekvationen for hela systemet, fas om de tva kraftekva-
tionerna for partiklarna adderas. Alternativt tidsderiveras energiekvationen (2):

%mDZXX+%ME2XX—MgX+%k[2xX:O (3)
vilket betyder att
(M+m)X+kx=Mg (4)
Svangningsekvationen pa standardform blir

k « = Mg
M+m M+m

()

X +
Jamforelse med teorins standardekvation X +w,? x = konstant

M+m
k

ger svangningstiden 1, _2m 21
)

n

Vi ser att bada kropparna bidrar till trogheten. Svangningsekvationen sager att
accelerationen ar noll for "mittenlaget” x, = Mg/k.
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